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✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✶✳✶ Pr♦❥❡❦t❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣

❉❛s ❚❡❛♠ ❍❚❲❑ ❙♠❛rt ❉r✐✈✐♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ●r✉♣♣❡ ✈♦♥ ❙t✉❞❡♥t❡♥ ❞❡r ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡

❢ür ❚❡❝❤♥✐❦✱ ❲✐rts❝❤❛❢t ✉♥❞ ❑✉❧t✉r ✭❍❚❲❑✮ ▲❡✐♣③❣✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦✲

❧✉♥❣ ❛✉t♦♥♦♠❡r ❋❛❤r③❡✉❣❡ ❛✉❢ ❇❛s✐s ✈♦♥ ▼♦❞❡❧❧❢❛❤r③❡✉❣❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t✳ ◆❛❝❤ ❞❡♥

❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤❡♥ ❚❡✐❧♥❛❤♠❡♥ ❞❡s ❚❡❛♠s ❜❡✐ ❞❡♠ ❆✉❞✐ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❉r✐✈✐♥❣ ❈✉♣ ✷✵✶✺

✉♥❞ ✷✵✶✻✱ ✇✐r❞ ♥✉♥ ❡✐♥ ❡✐❣❡♥❡s ▼♦❞❡❧❧❢❛❤r③❡✉❣ ❛✉❢❣❡❜❛✉t✳ ❉✐❡s❡s ❋❛❤r③✉❣ s♦❧❧ ❢ür

❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ s♦✇✐❡ ❡✐♥❡r ❙♦❢t✇❛r❡❛r❝❤✐t❡❦t✉r ❢ür ❛✉t♦♥♦♠❡

❋❛❤r③❡✉❣❡ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ st❡❤❡♥ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ❚❡✐❧❜❡r❡✐❝❤❡ ❞❡r ❙❡♥s♦r✲

❢✉s✐♦♥✱ ❇✐❧❞✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣✱ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥♣❧❛♥✉♥❣ ✉♥❞ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣s❧♦❣✐❦ ✐♠ ❋♦❦✉s

❞❡s ❚❡❛♠s✳

❇❡✐ ❞❡♠ ❋❛❤r③❡✉❣ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧❢❛❤r③❡✉❣ ❛✉s ❞❡♠ ❍♦❜❜②❜❡r❡✐❝❤

✐♠ ▼❛ÿst❛❜ ✶✿✶✵✱ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❙❡♥s♦r✐❦ ✉♥❞ ❘❡❝❤❡♥❡✐♥❤❡✐t❡♥ ❡r❣ä♥③t ✇✉r❞❡✱ ✉♠ ❞❡♥

❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡♥ ❡✐♥❡s ✉r❜❛♥❡♥ ●❡❧ä♥❞❡s ❣❡r❡❝❤t ③✉ ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡s❡ ❇❛❝❤❡❧♦r❛r❜❡✐t ❡♥tst❛♥❞ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡s ❆✉❢❜❛✉ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✉♥❞ ❜❡✲

s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧❛✉t♦s✳ ❉✐❡ ❆✉❢❣❛✲

❜❡♥st❡❧❧✉♥❣ ✐st ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✷ ❡r❧ä✉t❡rt✳

✶✳✷ ❆✉❢❣❛❜❡♥st❡❧❧✉♥❣

❊✐♥ ❛✉t♦♥♦♠❡s ❋❛❤r③❡✉❣ s♦❧❧ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s❡✐♥✱ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❋❛❤r♠❛♥ö✈❡r ❛✉s✲

③✉❢ü❤r❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❛s ❋♦❧❣❡♥ ❡✐♥❡r ❦✉r✈✐❣❡♥ ❙tr❛ÿ❡ ♦❞❡r ❞❛s ③❡♥t✐♠❡t❡r❣❡♥❛✉❡

✶



✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

❊✐♥♣❛r❦❡♥✳ ❉❛③✉ ♠✉ss ❡✐♥❡ ③✉✈♦r ❣❡♣❧❛♥t❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣❡♥❛✉✱ ✐♠ ❙✐♥♥❡

✈♦♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ P♦s✐t✐♦♥✱ ✉♠❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❆✉s ❞✐❡s❡r ❩✐❡❧s❡t③✉♥❣ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ❚❡✐❧❛✉❢❣❛❜❡♥✳ ❙♦ ✐st ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣

❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❡ ♣rä③✐s❡ ❊r❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❡r❧äss✲

❧✐❝❤✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠ ❩✇❡❝❦ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❙❡♥s♦r❞❛t❡♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ❢✉s✐♦♥✐❡rt

✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ▼❡ss✉♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✳ ❆❧s ✉♠❣❡✲

s❡t③t ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡ ❆✉❢❣❛❜❡ ❛♥❣❡s❡❤❡♥❡ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❩✉st❛♥❞ss❝❤ät③✉♥❣ s♦✇♦❤❧

✐♥ ❑✉r✈❡♥❛❜s❝❤♥✐tt❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛✉❢ ●❡r❛❞❡♥ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲

❞❛t❡♥ ❧✐❡❢❡rt✱ ✉♠ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡

❚r❛❥❡❦t♦r✐❡✱ ✇✐❡ s✐❡ ❛✉❝❤ ✐♠ ❡❝❤t❡♥ ❙tr❛ÿ❡♥✈❡r❦❡❤r ✈♦r❦♦♠♠t✱ ❛❜❣❡❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥

❦❛♥♥✳

❉❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡rt ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡ ❚❡✐❧❛✉❢❣❛❜❡✳ ❊s ✐st ❡✐♥❡ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ③✉ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣❧♦❣✐❦ ♠✐t ❞❡r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r✲

③❡✉❣❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❊s s♦❧❧ ♠ö❣❧✐❝❤ s❡✐♥✱ ❞❡♠ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣s♠♦❞✉❧ s♦✇♦❤❧ ❇❡❢❡❤❧❡

③✉r ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♠ ❘❛✉♠ ③✉ ü❜❡r✲

♠✐tt❡❧♥✳

▼✐t ❞❡r ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡♥ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ❞❡r ❞r✐tt❡ ✉♥❞ ✈✐❡rt❡

❚❡✐❧❛s♣❡❦t ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳ ❊s s♦❧❧ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ❡♥t✇♦r❢❡♥ ✉♥❞ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣

✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙tör❣röÿ❡♥✱ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ s♦❧❧✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ s♦❧❧ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ➘♥❞❡✲

r✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✢üss✐❣ ✉♥❞ r❛s❝❤ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ❣❡s❛❣t

✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❧❧❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡♥

❙tr❛ÿ❡♥✈❡r❦❡❤rs ❡r❢ü❧❧❡♥ ♠✉ss✳

❲❡✐t❡r❤✐♥ s♦❧❧ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s❡✐♥✱ ❡✐♥❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❩✐❡❧♣✉♥❦t

s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛❜③✉❢❛❤r❡♥✳ ❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡s ◗✉❛❧✐täts✲

♠❡r❦♠❛❧ ✐st ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ Prä③✐s✐♦♥ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣✳ ❙♦ s♦❧❧ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❜❡✐✲

s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❆✉s❣❛♥❣s♣♦st✐♦♥ ❞❛③✉ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s❡✐♥✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑r❡✉✲

③✉♥❣s❣röÿ❡ ✈♦♥ 1m × 1m✱ s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ❛❜③✉❜✐❡❣❡♥ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❋❛❤r❜❛❤♥♠❛r❦✐❡r✉♥✲

❣❡♥ ③✉ ü❜❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❤❛t ❡✐♥❡ ❛♥❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s❡❧❜st ③✉

✇ä❤❧❡♥✳

✷



✶ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣

✶✳✸ Ü❜❡r❜❧✐❝❦

❉✐❡ ●❧✐❡❞❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧❛✉❢❣❛❜❡♥ ❞✐❡s❡r

❆r❜❡✐t✳ ■♥ ❥❡❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✐st ❞✐❡ ❆❜❢♦❧❣❡ ❙❡♥s♦r❞❛t❡♥❡r❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ✲❢✉s✐♦♥✱ ❚r❛✲

❥❡❦t♦r✐❡♥♣❧❛♥✉♥❣ ✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ✇✐❡❞❡r③✉✜♥❞❡♥✳

■♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛✲

❣❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✉♠ ❞✐❡ ③✉✈♦r ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✷ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ■♠

❑❛♣✐t❡❧ ✸✱ ❞❡♠ ❊♥t✇✉r❢✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❆r❝❤✐t❡❦t✉r ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥

❡r❢♦❧❣t ❤✐❡r ❞✐❡ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡♥❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❡✐♥❡s ♣❛s✲

s❡♥❞❡♥ ❘❡❣❧❡rs ❢ür ❞❛s ❙②st❡♠✳ ❉❛r❛♥ s❝❤❧✐❡ÿt s✐❝❤ ❞❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✹✱ ❞✐❡ ❯♠s❡t③✉♥❣✱

❛♥✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❊♥t✇✉r❢❡s ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳ ❲❡✐t❡r✲

❤✐♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❤✐❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❊✐♥❜✐♥❞✉♥❣ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥

✉♥❞ ❆❦t✉❛t♦r❡♥ ✐♥ ❞❛s ❘♦❜♦t ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭❘❖❙✮✳ ■♠ ❧❡t③t❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✈♦r

❞❡♠ ❋❛③✐t ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥

❜❡s♣r♦❝❤❡♥✳ ❙❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ❡✐♥ ❋❛③✐t ❣❡③♦❣❡♥✱ ❞✐❡ ❡r❜r❛❝❤t❡♥ ❊r✲

❣❡❜♥✐ss❡ ❦r✐t✐s❝❤ ❜❡✇❡rt❡t ✉♥❞ ❡✐♥ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❲❡✐t❡r❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r

❆r❜❡✐t✱ ✐♠ ❍✐♥❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣s♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❣❡❣❡❜❡♥✳

✸



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

✷✳✶ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

✷✳✶✳✶ ❉❡r ❩❛❤❧❡♥❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥

❉✐❡ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❡✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s r❡❡❧❧❡♥ ❩❛❤❧❡♥❜❡r❡✐❝❤s✳ ❙✐❡ ✇✉r❞❡♥

✐♠ ❏❛❤r ✶✽✹✸ ✈♦♥ ❙✐r ❲✐❧❧✐❛♠ ❘♦✇❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥ ❡r❢✉♥❞❡♥ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❤❡r ❛✉❝❤

❤ä✉✜❣ ❛❧s ❍❛♠✐❧t♦♥✲❩❛❤❧❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛r❛✉s ❧❡✐t❡t s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞❛s ❙②♠❜♦❧ ❞❡s

❩❛❤❧❡♥❜❡r❡✐❝❤❡s ❛❜ ✲ H✳ ❬✷✱ ❙✳ ✸✵❪

➘❤♥❧✐❝❤ ❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥ ❞✐❡ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ❛✉s ❞❡♥ r❡❡❧❧❡♥ ❩❛❤❧❡♥

✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ✸ ✇❡✐t❡r❡ ❩❛❤❧❡♥ ❤✐♥③✉❢ü❣t✳ ❙♦♠✐t s✐♥❞ ❞✐❡ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ❡✐♥ ✈✐❡r✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❱❡❦t♦rr❛✉♠✳ ❙✐❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❡❧❡♠❡♥t✐❣❡♥ ❘❡❛❧t❡✐❧ ✉♥❞

❡✐♥❡♠ ❞r❡✐❡❧❡♠❡♥t✐❣❡♥ ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧✳ ❆♥❣❡❧❡❤♥t ❛♥ ❞✐❡ ✐♠❛❣✐♥är❡ ❊✐♥❤❡✐t ❞❡r ❦♦♠✲

♣❧❡①❡♥ ❩❛❤❧❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❞❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧s ❞✐❡ ◆❛♠❡♥ i, j, k ❣❡✲

❣❡❜❡♥✳ ❊✐♥ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥✱ ❞❡ss❡♥ ❘❡❛❧t❡✐❧ ◆✉❧❧ ✐st✱ ♥❡♥♥t ♠❛♥ r❡✐♥❡s ◗✉❛t❡r♥✐♦♥✳

q ∶= w + x ⋅ i + y ⋅ j + z ⋅ k ✭✷✳✶✮

■♥ ✷✳✶ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❡✐♥❡s ◗✉❛t❡r♥✐♦♥ q✳ ❊✐♥ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥ ❦❛♥♥ ❛❧s ❱❡❦t♦r

♠✐t ❞❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ w✱ x✱ y ✉♥❞ z ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞r❡✲

❝❤❡♥❛rt❡♥ ❆❞❞✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❙✉❜tr❛❦t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r ❱❡❦t♦rr❛✉♠❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❢♦❧❣❡♥❞✱

❡❧❡♠❡♥t✇❡✐s❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❱♦♠ ❱❡❦t♦rr❛✉♠ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡ s❦❛❧❛r❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥

✹



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

ü❜❡r♥♦♠♠❡♥✳ ❊✐♥❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥ ③✇❡✐❡r ❇❛s✐s❡❧❡♠❡♥t❡ ❡r❣✐❜t✱ ✇✐❡ ✐♥ ✷✳✷ ✉♥❞ ✷✳✸✱

✐♠♠❡r ❞❛s ❞r✐tt❡ ❊❧❡♠❡♥t✳ ❉✐❡s❡ ❘❡❝❤❡♥r❡❣❡❧ ✇✐r❞ ❛❧s ❍❛♠✐❧t♦♥✲❘❡❣❡❧ ❜❡③❡✐❝❤✲

♥❡t✳

i ⋅ j = k j ⋅ k = i k ⋅ i = j ✭✷✳✷✮

j ⋅ i = −k k ⋅ j = −i i ⋅ k = −j ✭✷✳✸✮

❇❡s♦♥❞❡rs ✐♥ ❞❡r ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ❤❛❜❡♥ ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✳ ❇❡✐ ❞❡r

❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ ❧✐❡❢❡r♥ ❞✐❡

◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ❡✣③✐❡♥t❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥✱ s♦ ❞❛ss s✐❡ ❤ä✉✜❣ ❛♥ ❙t❡❧❧❡ ✈♦♥ ❉r❡❤♠❛tr✐③❡♥

③✉♠ ❊✐♥s❛t③ ❦♦♠♠❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✈✐❡❧❡r ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥

♠✐t ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡ ▼❡♥❣❡ ❛♥ ❘❡❝❤❡♥♦♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❣❡s♣❛rt ✇❡r✲

❞❡♥✳

▼✐t ◗✉❛rt❡r♥✐♦♥❡♥ ❦❛♥♥ ③✉❞❡♠ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡s ●✐♠❜❛❧ ▲♦❝❦s✱ ✇❛s ❤ä✉✜❣ ❜❡✐

❞❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ✐♥❡rt✐❛❧❡♥ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ss②st❡♠❡♥ ❛✉❢tr✐tt✱ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐

❞❡r ❘♦t❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❖❜❥❡❦t❡s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❧♦❜❛❧❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥

❊✉❧❡r✇✐♥❦❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ ♥❛❝❤❡✐♥❛♥❞❡r ❞r❡✐ ❘♦t❛t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❊✐♥❡ ❉r❡❤✉♥❣

✉♠ 90○ ❜❡✇✐r❦t ❞❛s ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛❧❧❡♥ ③✇❡✐❡r ❘♦t❛t✐♦♥s❛❝❤s❡♥✳ ❲❡♥♥ ♠❛♥ ③✳❇✳ 90○

✉♠ ❞✐❡ ❨✲❆❝❤s❡ r♦t✐❡rt✱ ❢❛❧❧❡♥ ❞✐❡ ❳✲ ✉♥❞ ❞✐❡ ❩✲❆❝❤s❡ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt ❡✐♥❡

❘♦t❛t✐♦♥ ✉♠ ❞✐❡ ❳✲❆❝❤s❡ ❡r❣✐❜t ♥✉♥ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❊r❣❡❜♥✐s✱ ✇✐❡ ❡✐♥❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ✉♠

❞✐❡ ❩✲❆❝❤s❡✳ ❙♦♠✐t ❣❡❤t ❡✐♥ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ✈❡r❧♦r❡♥✳

✷✳✶✳✷ ❉❡r ❑❛❧♠❛♥✲❋✐❧t❡r

❉❡r ❑❛❧♠❛♥✲❋✐❧t❡r ✐st ❞❡r ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❛♠ ✇❡✐t❡st❡♥ ✈❡r❜r❡✐t❡t❡ ❋✐❧t❡r ③✉r ❩✉st❛♥❞s✲

s❝❤ät③✉♥❣ ❧✐♥❡❛r❡r ✉♥❞ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r ❙②st❡♠❡✳ ❊r ✇✐r❞ ✐♠♠❡r ❞❛♥♥ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✇❡♥♥

❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❙❡♥s♦r❡♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞

❡✐♥❡s ❙②st❡♠s ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡ ❜❡st❡♥ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❡r③✐❡❧t✱

✺



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

✇❡♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ♠✐t ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❙❡♥s♦r❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥

❋❡❤❧❡r❝❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦❡♥ ❣❡s♣❡✐st ✇✐r❞✳

prediction update

Messwerte

Verbesserte 

Werte

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✿ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡s ❑❛❧♠❛♥✲❋✐❧t❡rs

❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡♠ ❋✐❧t❡r ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❑r❡✐s✲

♣r♦③❡ss✱ ❞❡ss❡♥ ③✇❡✐ ❆❜s❝❤♥✐tt❡ ♠❛♥ ❣r♦❜ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❞ ✉♣❞❛t❡ ❡✐♥t❡✐❧❡♥ ❦❛♥♥✳

❉✐❡ ③✇❡✐ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ●röÿ❡♥ s✐♥❞ ❞❛❜❡✐ ❞❡r ❙②st❡♠③✉st❛♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③✳ ❇❡✐❞❡

✇❡r❞❡♥ ❛❜✇❡❝❤s❡❧♥❞ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥✱ ✈❡rr❛✉s❝❤t❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡♥ ❛♥❣❡♣❛sst✳

❋ür ❞❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❙❝❤r✐tt s✐❡❤t ❞❛s ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❛✉s✳

xk+1∣k =A ⋅ xk ✭✷✳✹✮

Pk+1∣k = Pk ⋅A ⋅AT +Q ✭✷✳✺✮

❩✉♥ä❝❤st ✇✐r❞ ✐♥ ✷✳✹ ❞❡r ❙②st❡♠③✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r xk ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦♠❛tr✐①

A ❢ür ❞❡♥ ❙❝❤r✐tt k + 1 ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❊s ✇✐r❞ ❛❧s♦ ❞❡r ❙②st❡♠③✉st❛♥❞ ❞❡s ♥ä❝❤st❡♥

❙❝❤r✐tt❡s ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t ✭❡♥❣❧✳ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✮✳ ❉✐❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ xk+1∣k ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss

xk+1 ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t k ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✐r❞✳

✻



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼❛tr✐① A ✐st ❞❡r ❑❡r♥ ❜❡✐ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑❛❧♠❛♥✲

❋✐❧t❡rs✳ ❙✐❡ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt ❞✐❡ ❉②♥❛♠✐❦ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❩✉stä♥❞❡♥ ✉♥❞ ✐st s♦♠✐t ✈♦♥

❞❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s Pr♦❜❧❡♠s ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❊✐♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❛❢ür ✐st

❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣✳ ▼✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ♠✐t ❞❡♠ ❙②st❡♠③✉st❛♥❞ xk✱ ♠✉ss ❞✐❡

❉②♥❛♠✐❦♠❛tr✐① ❞❡♥ ❙②st❡♠③✉st❛♥❞ xk+1 ❧✐❡❢❡r♥✳

❆❧s ♥ä❝❤st❡s ✇✐r❞ ✐♥ ✷✳✺ ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③ P ❛❦t✉❛❧✐s✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ✐st Q ❞✐❡ Pr♦③❡ss✲

r❛✉s❝❤❦♦✈❛r✐❛♥③♠❛tr✐①✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❙tör✉♥❣ ❞❡r ❉②♥❛♠✐❦ ❛❜❜✐❧❞❡t✳ ❋ür ❞❛s ❇❡✐s♣✐❡❧

❞❡r ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✇är❡ Q ❞✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣✱ ❞✐❡ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤

❡✐♥❡ ✉♥❡❜❡♥❡ ❙tr❛ÿ❡ ♦❞❡r ❲✐♥❞❡✐♥✢✉ss ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③ P ✐st

s♦♠✐t ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡s ❙②st❡♠③✉st❛♥❞s xk✳ Q ✐st ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ❞❡s

Ü❜❡r❣❛♥❣s xk → xk+1✳

❉❡r ✉♣❞❛t❡ ❙❝❤r✐tt ❢♦❧❣t ❞✐r❡❦t ✐♠ ❆♥s❝❤❧✉ss ❛♥ ❞✐❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ♦❜

❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡ ③✉tr✐✛t ✉♥❞ ♦❜ ❞✐❡s❡ ❛♥❣❡♣❛sst ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳

yk+1 = zk+1 − (H ⋅ xk+1∣k) ✭✷✳✻✮

Kk+1 =
Pk+1∣k ⋅HT

H ⋅HT ⋅Pk+1∣k +R ✭✷✳✼✮

❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ✷✳✻ ✉♥❞ ✷✳✼ ③✇❡✐ ❍✐❧❢s❣röÿ❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ■♥♦✈❛t✐♦♥

❞❡s ❙②st❡♠③✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r yk ✉♥❞ ❞❛s ❑❛❧♠❛♥✲●❛✐♥ Kk✳ ▲❡t③t❡r❡s ✇✐r❞ ❣❡r✐♥❣❡r✱

✇❡♥♥ ❞✐❡ ▼❡ss✇❡rt❡ ❞❡♠ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t❡♥ ❙②st❡♠③✉st❛♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ■♥✲

♥♦✈❛t✐♦♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡♥ zk ♥♦❝❤

❡✐♥❡ ▼❡ss♠❛tr✐① H✳ ❉✐❡s❡ ❣✐❜t ❛♥✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞✐❡ ♥❡✉❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡

③✉♠ ❩✉st❛♥❞s✈❡❦t♦r st❡❤❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡ s✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❡r

❙✉♠♠❛♥❞ R ✐♥ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❑❛❧♠❛♥✲❑❛❧♠❛♥ ●❛✐♥s ✐st ❞✐❡ ▼❡ssr❛✉s❝❤❦♦✲

✈❛r✐❛♥③♠❛tr✐①✳ ❉✐❡s❡ ✐st ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ❑♦✈❛r✐❛♥③ P ✉♥❞ ❞❡r Pr♦③❡ssr❛✉s❝❤✲

❦♦✈❛r✐❛♥③ Q ❞✐❡ ❞r✐tt❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✐♠ ❙②st❡♠ ✉♥❞ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r

❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ❛❜✳

✼



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

xk+1 = xk+1∣k + (Kk ⋅ yk) ✭✷✳✽✮

Pk+1 = (In − (Kk ⋅H)) ⋅Pk+1∣k ✭✷✳✾✮

■♥ ✷✳✽ ✉♥❞ ✷✳✾ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❞❡r ❙②st❡♠③✉st❛♥❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦✈❛r✐❛♥③ ❛♥❣❡♣❛sst✳ ❆♥✲

s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❜❡❣✐♥♥t ❞❡r Pr♦③❡ss ✈♦♥ ✈♦r♥✳ ■♥ ❡✐♥❡r s♦❢t✇❛r❡t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❯♠s❡t③✉♥❣

✇ür❞❡ ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ✉♣❞❛t❡✲❙❝❤r✐tt✱ ❞❡♥ ✈❡r❜❡ss❡rt❡♥ ❙②st❡♠③✉st❛♥❞ ❛❜❣r❡✐❢❡♥✱

❜❡✈♦r ✈♦♥ ❞✐❡s❡♠ ❲❡rt ❛✉s✱ ❡r♥❡✉t ❞❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✲❙❝❤r✐tt ❡✐♥❣❡❧❡✐t❡t ✇✐r❞✳ ❬✹❪

✷✳✷ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

✷✳✷✳✶ ❉❡r ❘❡❣❡❧❦r❡✐s

❊✐♥ ❘❡❣❡❧❦r❡✐s ✐st ❡✐♥ ✐♥ s✐❝❤ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡r ❲✐r❦✉♥❣s❛❜❧❛✉❢✱ ❞❡r ❞❛s ❩✐❡❧ ✈❡r❢♦❧❣t✱

❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ ❲❡rt ③✉ ❜r✐♥❣❡♥ ✉♥❞

❞♦rt ③✉ ❤❛❧t❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡ ●röÿ❡✱ ❞✐❡ ❣❡r❡❣❡❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❘❡❣❡❧❣röÿ❡

✉♥❞ ❞❡♥ ❲❡rt✱ ❛✉❢ ❞❡♥ ❣❡r❡❣❡❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❙♦❧❧✇❡rt✳ ❉❡r ❘❡❣❡❧❦r❡✐s ❢ü❤rt ❢♦rt❧❛✉✲

❢❡♥❞ ❞✐❡ ❆✉❢❣❛❜❡♥ ▼❡ss❡♥✱ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ❙t❡❧❧❡♥ ❛✉s✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❘ü❝❦❢ü❤r✉♥❣

❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥❡ ❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡ ❙tr✉❦t✉r✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡✲

③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❘❡❣❡❧❦r❡✐s✳ ❬✽✱ ❙✳ ✺ ✛✳❪

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞r❡❣❡❧❦r❡✐s ♠✐t ♥❡❣❛t✐✈❡r ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣✳

❊✐♥ ❘❡❣❡❧❦r❡✐s ♠✐t ♥❡❣❛t✐✈❡r ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ●❡❣❡♥❦♦♣♣❧✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✱

❦♦♠♠t ✐♠♠❡r ❞❛♥♥ ③✉♠ ❊✐♥s❛t③✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳

❉✐❡ ❘❡❣❡❧❣röÿ❡ y ✇✐r❞ ❞❛❜❡✐ ♠✐t ❞❡♠ ❙♦❧❧✇❡rt w ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ e = w−
y ✇✐r❞ ❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t ✉♥❞ ❞❡♠ ❘❡❣❧❡r ✇✐❡❞❡r ③✉❣❡❢ü❤rt✳ ❉❡r ❘❡❣❧❡r ✐st

✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡✱ ❞❛r❛✉s ❞✐❡ ♥öt✐❣❡ ❙t❡❧❧❣röÿ❡ u ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ♠✐t ❞❡r ❞✐❡ ❘❡❣❡❧str❡❝❦❡✱

❛❧s♦ ❞❡r ❆❦t✉❛t♦r✱ ❞❡r ❞✐❡ ③✉ r❡❣❡❧♥❞❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ ❡♥t❤ä❧t✱ ❛♥❣❡st❡✉❡rt

✽



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✉♠ ❞✐❡ ❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✳ ❉❡r ❋❛❦t♦r z ✐st ❡✐♥❡ ●röÿ❡✱

❞✐❡ ♥✐❝❤t ❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❡♥ Pr♦③❡ss ♥✐❝❤t ③✐❡❧♦r✐❡♥t✐❡rt ❜❡❡✐♥✢✉sst✳

❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ●röÿ❡ ❛❧s ❙tör❣röÿ❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❬✸✱ ❙✳ ✷ ✛✳❪

Regler Strecke

z

u yw e

-

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✿ ❙t❛♥❞❛r❞r❡❣❡❧❦r❡✐s❡s ♠✐t ♥❡❣❛t✐✈❡r ❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣

■♥ ❡✐♥❡♠ r❡❛❧❡♥ ❙②st❡♠✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❡r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❡✐♥❡ ❋❛❤r③❡✉❣❡s✱ ✐st ❞❡r ❙♦❧❧✇❡rt

❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❞✐❡ ❣❡❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ❞✐❡ ❘❡❣❡❧❣röÿ❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱

❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧ ❣❡❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tör❣röÿ❡ ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ❊✐♥✢üss❡♥✱ ✇✐❡ ❇♦✲

❞❡♥✉♥❡❜❡♥❤❡✐t❡♥✱ ❲✐♥❞ ♦❞❡r ❘❡✐❜✉♥❣ ✐♠ ❙②st❡♠✳

✷✳✷✳✷ ❘❡❣❧❡rt②♣❡♥

❊✐♥ ❘❡❣❧❡r ✐st ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡s t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❘❡❣❡❧❦r❡✐s❡s ✉♥❞ ✈❡r❣❧❡✐❝❤t ❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞ ❞❡♥

❙♦❧❧✇❡rt ♠✐t ❞❡r ❘❡❣❡❧❣röÿ❡✳ ❊r ❜❡st✐♠♠t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❙t❡❧❧✲

❣röÿ❡✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❊✐♥st❡❧❧③❡✐t ❞✐❡ ❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡s ❙♦❧❧✲

✇❡rt❡s✱ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥ s♦❧❧✳ ❲✐❡ ❛✉s ❞❡r ❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❙t❡❧❧❣röÿ❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t

✇✐r❞✱ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❘❡❣❧❡rt②♣ ❛❜✳

❊✐♥ ❘❡❣❧❡r ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❩❡✐t✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧str❡❝❦❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✱ ❛❧s♦ ♠✐t

✇❡❧❝❤❡♠ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡❣❡❧❣röÿ❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙t❡❧❧❣röÿ❡ ❡✐♥st❡❧❧t✳

❉❛❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ♠❛♥ ❞❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡ ✭P✮✱ ❞❛s ✐♥t❡❣r❛❧❡ ✭■✮ ✉♥❞ ❞❛s ❞✐✛❡r❡♥✲

t✐❛❧❡ ✭❉✮ ❩❡✐t✈❡r❤❛❧t❡♥✳ ❬✸✱ ❙✳ ✾✸✱ ✶✵✻ ✛✳❪

■♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ♥ä❤❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❣ä♥❣✐❣st❡♥ ❘❡❣❧❡rt②♣❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥

✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r

✾



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ s♦❧❧ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✸ ❞❡r ♣❛ss❡♥❞❡ ❘❡❣❧❡r ❢ür ❞❛s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❙②st❡♠

❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✳

P✲❘❡❣❧❡r

❊✐♥ P✲❘❡❣❧❡r ✐st ❡✐♥ ❘❡❣❧❡r ♠✐t ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤

t

u(t)

0
KP

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸✿ ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt ❡✐♥❡s
P✲❘❡❣❧❡rs

u(t) =KP ⋅ e(t) ✭✷✳✶✵✮

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡♠ ❆♥t❡✐❧✳ ❙♦♠✐t ❡①✐st✐❡rt ❡✐♥❡ ❧✐✲

♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧❣röÿ❡ ✉♥❞

❞❡♠ ❙♦❧❧✇❡rt✳ ❊✐♥❣❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡ s✐♥❞

♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✳ ❉❡r ❘❡❣❧❡r ❣✐❜t ♥✉r ❡✐♥ ❙✐❣♥❛❧ ❛❜✱

✇❡♥♥ ❡✐♥❡ ❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❡①✐st✐❡rt✳

❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❘❡❣❧❡rs s✐❡❤t ♠❛♥ ✐♥ ❋♦r✲

♠❡❧ ✷✳✶✵✳ ❉✐❡ ❑❡♥♥❣röÿ❡ ✐st ❞❡r ❋❛❦t♦r KP ✱ ❞❡r

❛❧s ❘❡❣❧❡r✈❡rstär❦❡r ❜③✇✳ ❛❧s ❘❡❣❧❡r♣r♦♣♦rt✐♦✲

♥❛❧✇❡rt ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❉❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ KP

❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❙♣r✉♥❣❛♥t✲

✇♦rt ❞❡s ❘❡❣❧❡rs ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸ s❡❤❡♥✳ ❉❡r

❘❡❣❧❡r ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ❞✐❡ ❘❡❣❧❡r❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❘❡❣❧❡r✈❡rstär❦❡r✳ ❉❡r ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥❛❧✇✐r❦❡♥❞❡ ❘❡❣❧❡r ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ❞✐❡ ❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t s❡✐♥❡♠ ❱❡rstär❦✉♥❣s✲

❢❛❦t♦r KP ✉♥❞ ❣✐❜t ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ✉♥✈❡r③ö❣❡rt ✇❡✐t❡r✳

❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐tät ✐st ❞✐❡s❡r ❘❡❣❧❡rt②♣ ❛♥❢ä❧❧✐❣ ❢ür ❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ❘❡❣❡❧❛❜✲

✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉❡r ❘❡❣❧❡r ✈❡rst❡❧❧t ❞✐❡ ❙t❡❧❧❣röÿ❡ ✐♠♠❡r ♥✉r ✉♠ ❞❡♥ ❲❡rt ❞❡r ❘❡❣❧❡r✲

❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞❡r s♣❡③✐❡❧❧ ❜❡✐ ❆♥♥ä❤❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❛s ❩✐❡❧ s❡❤r ❦❧❡✐♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♥ ✈✐❡✲

❧❡♥ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ❢ü❤rt ❞❛s ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞❡r ❙♦❧❧✇❡rt ♥✐❡♠❛❧s ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳

❉✐❡s ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ■✲●❧✐❡❞ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ P■✲❘❡❣❧❡r✮✳ ❬✽✱ ❙✳ ✶✹✹ ✛✳❪

✶✵



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

■✲❘❡❣❧❡r

❊✐♥ ■✲❘❡❣❧❡r ✐st ❡✐♥ ✐♥t❡❣r❛❧✇✐r❦❡♥❞❡r ❘❡❣❧❡r✳

t

u(t)

0

TN

1

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹✿ ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt ❡✐♥❡s
■✲❘❡❣❧❡rs

u(t) = 1

TN

∫
t

0

e(τ)dτ ✭✷✳✶✶✮

❊r s✉♠♠✐❡rt ❞✐❡ ❘❡❣❧❡r❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t

❛✉❢ ✉♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ✭✐♥ ❋♦r♠❡❧

✷✳✶✶ ❛❧s♦ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧✮ ♠✐t ❞❡♠ ❋❛❦t♦r 1

TN

✳ TN

st❡❤t ❢ür ❞✐❡ ◆❛❝❤st❡❧❧✲ ❜③✇✳ ❞✐❡ ■♥t❡❣r✐❡r③❡✐t

❞❡s ❘❡❣❧❡rs ✉♥❞ ✐st ❞❡ss❡♥ ❑❡♥♥❣röÿ❡✳ ■♥ ❆❜✲

❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❞❡♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥

❞❡s ❆♥st✐❡❣s ❜❡st✐♠♠t✳ ❊✐♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❑❡♥♥✲

❣röÿ❡ ✐st KI =
1

TN

✉♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s ■♥t❡❣r✐❡r❜❡✐✇❡rt

❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳

■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡r s♣r✉♥❣❤❛❢t❡♥ ❙t❡❧❧❣röÿ❡♥✲

ä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s P✲❘❡❣❧❡rs r❡❛❣✐❡rt ❞❡r ■✲❘❡❣❧❡r✱

❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❘❡❣❧❡r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✶✱ ♥✉r ❧❛♥❣✲

s❛♠ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✐♥❣❛♥❣s❣röÿ❡✳ ❏❡❞♦❝❤ ✈❡rst❡❧❧t ❡r ❞✐❡ ❙t❡❧❧❣röÿ❡ s♦

❧❛♥❣❡✱ ❜✐s ❞✐❡ ❘❡❣❡❧❞✐✛❡r❡♥③ ③✉ ♥✉❧❧ ❣❡✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❊r ❤✐♥t❡r❧ässt ❦❡✐♥❡ ❜❧❡✐❜❡♥❞❡

❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✳ ❬✽✱ ❙✳ ✶✹✻ ❢✳❪

P■✲❘❡❣❧❡r

❊✐♥ P■✲❘❡❣❧❡r ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ P✲●❧✐❡❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ■✲●❧✐❡❞✳ ❊r ✈❡r❦♥ü♣❢t s♦♠✐t

❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❡s P✲❘❡❣❧❡rs ✉♥❞ ❡✐♥❡s ■✲❘❡❣❧❡rs✳ ❇❡✐♠ ❆✉❢tr❡t❡♥ ❡✐♥❡r ❘❡✲

❣❡❧❞✐✛❡r❡♥③ r❡❣❡❧t ❞❛s P✲●❧✐❡❞ s❝❤♥❡❧❧ ❞✐❡ ❙t❡❧❧❣röÿ❡✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❛s ■✲●❧✐❡❞ ❡✐♥❡

❢♦rt❧❛✉❢❡♥❞❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❙t❡❧❧❣röÿ❡ ❜❡✇✐r❦t✳ ❉❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ■✲●❧✐❡❞ ❡r✇♦r❜❡♥❡

❱♦rt❡✐❧ ❞❡r ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣ ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❘❡❣❡❧❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❤❛t ❛✉❝❤ ❞❡♥ ◆❛❝❤t❡✐❧✱

❞❛ss ❞❡r P■✲❘❡❣❧❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ■✲●❧✐❡❞ ③✉ ❞❡♥ ❧❛♥❣s❛♠❡♥ ❘❡❣❧❡r♥ ❣❡③ä❤❧t ✇✐r❞✳

❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱ ♦r❞♥❡t ❞❛s P✲●❧✐❡❞ ❞❡r ❙t❡❧❧❣röÿ❡ s♦❢♦rt ❡✐♥❡

s♣r✉♥❣❤❛❢t❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ③✉✳ ❉❛s ■✲●❧✐❡❞ s♦r❣t ✐♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❢ür ❡✐♥❡♥ r❛♠♣❡♥❢ör♠✐❣❡♥

❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❙t❡❧❧❣röÿ❡♥ä♥❞❡r✉♥❣✳ ❊r ❜❡♥öt✐❣t ❞✐❡ ◆❛❝❤st❡❧❧③❡✐t TN ❜✐s ❡r ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❡

➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❙t❡❧❧❣röÿ❡ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✱ ✇✐❡ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s P✲●❧✐❡❞ s♦❢♦rt ❡r❢♦❧❣t

✐st✳

✶✶



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

■♥ ❋♦r♠❡❧ ✷✳✶✷ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❡❣❧❡r ③✇❡✐ ❑❡♥♥❣röÿ❡♥ ❜❡s✐t③t✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡

❛✉s ❞❡♠ ■✲❘❡❣❧❡r ❜❡❦❛♥♥t❡ ◆❛❝❤st❡❧❧✲ ❜③✇✳ ■♥t❡❣r✐❡r③❡✐t TN ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❞❡♥

Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✇❡rt KP ❞❡s P✲❘❡❣❧❡rs✳ ❬✽✱ ❙✳ ✶✹✼ ❢✳❪

t

u(t)

0

TN TN

KP

KP

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✿ ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt ❡✐♥❡s P■✲❘❡❣❧❡rs

u(t) =KP [e(t) + 1

TN

∫
t

0

e(τ)dτ] ✭✷✳✶✷✮

P❉✲❘❡❣❧❡r

❊✐♥ P❉✲❘❡❣❧❡r ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡♠ P✲●❧✐❡❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❉✲●❧✐❡❞✳ ❉❛s ❉✲●❧✐❡❞ ✐st ❡✐♥

Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣❧✐❡❞✱ ❞❛s ❛❧s ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡r ✇✐r❦t✳ ❙♦♠✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t ❡✐♥ P❉✲❘❡❣❧❡r ❞✐❡

❙t❡❧❧❣röÿ❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❘❡❣❡❧❞✐✛❡r❡♥③ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❡rst❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r

➘♥❞❡r✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳

❉✐❡s❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛✉s P✲ ✉♥❞ ❉✲●❧✐❡❞ s♦r❣t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss s❝❤♦♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❧❛♥❣s❛♠❡♥

➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❘❡❣❡❧❞✐✛❡r❡♥③ ❡✐♥❡ ❘❡❛❦t✐♦♥ ❞❡s ❘❡❣❧❡rs ❛✉s❣❡❧öst ✇✐r❞✳

✶✷



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

t

u(t)

0
KP

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✻✿ ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt ❡✐♥❡s
✐❞❡❛❧❡♥ P❉✲❘❡❣❧❡rs

t

u(t)

0
KP

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✼✿ ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt ❡✐♥❡s
r❡❛❧❡♥ P❉✲❘❡❣❧❡rs

u(t) =KP [e(t) + TV ⋅ ė(t)] ✭✷✳✶✸✮

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✻ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt ❡✐♥❡s ✐❞❡❛❧❡♥ P❉✲❘❡❣❧❡rs✳ ❉✉r❝❤

❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❘❡❣❧❡r❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❞❡r ❆✉ss❝❤❧❛❣ ❞❡r ❙t❡✉❡r❣röÿ❡ ❛♠

❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❙♣r✉♥❣❢✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣r♦ÿ✳

❊✐♥ ❘❡❣❧❡r ♠✐t s♦❧❝❤❡♠ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ✐♥ ❞❡r ❘❡❛❧✐tät ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❊s ✇ür❞❡ ✐♥

❥❡❞❡♠ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡ ❱❡r③ö❣❡r✉♥❣ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❞❛s ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt✈❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✐❡ ✐♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✼ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❛✉ss❡❤❡♥ ✇ür❞❡✳

❉✐❡ ❑❡♥♥❣röÿ❡ ❡✐♥❡s P❉✲❘❡❣❧❡rs ✐st ♥❡❜❡♥ ❞❡♠ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✇❡rt KP ❞✐❡ ❱♦r❤❛❧t✲

③❡✐t TV ✳ ❉✐❡ ❱♦r❤❛❧t③❡✐t st❡❧❧t ❡✐♥✱ ✇✐❡ st❛r❦ ❞❡r ❉✲❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❘❡❣❧❡rs ❞❡r ❘❡❣❡❧❣rö✲

ÿ❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❡♥t❣❡❣❡♥✇✐r❦t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❘❡❣❡❧❞✐✛❡r❡♥③ ❜❡✐♠ ❆♥♥ä❤❡r♥ ❛♥ ❞❡♥ ❙♦❧❧✇❡rt

❦❧❡✐♥❡r ✇✐r❞✱ ✐st ❛✉❝❤ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❉✲Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣❧✐❡❞s ♥❡❣❛t✐✈ ✉♥❞ ❞ä♠♣❢t

s♦♠✐t ❞✐❡ ❙t❡✉❡r❣röÿ❡ ❛❜✳ ❉✐❡s ❦❛♥♥ ❡✐♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s Ü❜❡rs❝❤✇✐♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡❣❧❡rs

✈❡r♠✐♥❞❡r♥✳ ❬✽✱ ❙✳ ✶✹✾ ❢✳❪

P■❉✲❘❡❣❧❡r

❊✐♥ P■❉✲❘❡❣❧❡r s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❆♥t❡✐❧❡♥ ❞❡s P✲Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣❧✐❡❞s✱ ❞❡s ■✲Ü❜❡r✲

tr❛❣✉♥❣s❣❧✐❡❞s ✉♥❞ ❞❡s ❉✲Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣❧✐❡❞s ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❊r ✈❡r❜✐♥❞❡t ❞❡r❡♥ ♣♦s✐✲

t✐✈❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❉❡r P■❉ ❘❡❣❧❡r ✐st ❞❡r ❛♥♣❛ss✉♥❣s❢ä❤✐❣st❡ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞✲❘❡❣❧❡r

✶✸



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

✉♥❞ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❋♦r♠❡❧ ✷✳✶✹ ③✉ s❡❤❡♥✱ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❞r❡✐ P❛r❛♠❡t❡r KP ✱ TN ✉♥❞ TV

❡✐♥❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡❡✐❣♥❡t❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❲❡rt❡ ❞✐❡s❡r ●röÿ❡♥ ❧ässt s✐❝❤

❞❛s ❩❡✐t✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ❘❡❣❧❡rs ❛♥ ❞❛s ❞❡r ❘❡❣❡❧str❡❝❦❡ ❛♥♣❛ss❡♥✱ ✉♠ ❞❛s ❣❡✇ü♥s❝❤t❡

❱❡r❤❛❧t❡♥ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳

t

u(t)

0

TN TN

KP

KP

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✽✿ ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt ❡✐♥❡s
✐❞❡❛❧❡♥ P■❉✲❘❡❣❧❡rs

t

u(t)

0

TN TN

KP

KP

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✾✿ ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt ❡✐♥❡s
r❡❛❧❡♥ P■❉✲❘❡❣❧❡rs

u(t) =KP [e(t) + 1

TN
∫

t

0

e(τ)dτ + TV ⋅ ė(t)] ✭✷✳✶✹✮

■♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✷✳✽ ✉♥❞ ✷✳✾ ✐st ❞❛s ❩❡✐t✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s P■❉✲❘❡❣❧❡rs ③✉ s❡❤❡♥✳

❩✉♥ä❝❤st ✇✐r❦t ❞❡r ❉✲❆♥t❡✐❧✱ ❞❡r ❥❡❞♦❝❤ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❙♣r✉♥❣✲

❢✉♥❦t✐♦♥ ❢ür t > 0 ✇✐❡❞❡r ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ü❜❡r❧❛❣❡r♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥t❡✐❧❡

❞❡s P✲ ✉♥❞ ❞❡s ■✲Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s❣❧✐❡❞s✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ❞❛♥♥ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ③✉r t②♣✐s❝❤❡♥

❆♥st✐❡❣s❢✉♥❦t✐♦♥✳ ❬✽✱ ❙✳ ✶✺✷ ✛✳❪

✷✳✷✳✸ ❉❛s ❘♦❜♦t ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠

❉❛s ❘♦❜♦t ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠ ✭❘❖❙✮ ✐st ❡✐♥❡ ❙❛♠♠❧✉♥❣ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙♦❢t✇❛r❡✲

❋r❛♠❡✇♦r❦s ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❇❡tr✐❡❜ ✈♦♥ ❘♦❜♦t❡rs②st❡♠❡♥✳ ❊s ✇✉r❞❡

✷✵✵✼ ❛♥ ❞❡r ❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐tät ✐♠ ❙t❛♥❢♦r❞ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ▲❛❜♦r❛t♦r②

✶✹



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❍❡✉t❡ ✇✐r❞ ❡s ✈♦♥ ❞❡r ❖♣❡♥ ❙♦✉r❝❡ ❘♦❜♦t✐❝s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✭❖❙❘❋✮ ✈❡r✲

✇❛❧t❡t ✉♥❞ ✇❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ❘❡❧❡❛s❡ ❱❡rs✐♦♥ ✈♦♥ ❘❖❙ ✐st ❑✐♥❡t✐❝

❑❛♠❡ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜❞✐❧✉♥❣ ✷✳✶✵✮✳ ❬✻❪

❉❛s ❘❖❙ ❜❡s✐t③t ❜❡tr✐❡❜ss②st❡♠ä❤♥❧✐❝❤❡ ❋✉♥❦✲

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✵✿ ▲♦❣♦ ✈♦♥ ❘❖❙ ❑✐✲
♥❡t✐❝ ❑❛♠❡

t✐♦♥❛❧✐tät❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❈❧✉st❡r❛r❝❤✐t❡❦t✉r✳ ❍❛✉♣t✲

❛✉❣❡♥♠❡r❦ ❧✐❡❣t ❞❛❜❡✐ ❛✉❢ ❍❛r❞✇❛r❡❛❜str❛❦t✐✲

♦♥✱ ●❡rät❡tr❡✐❜❡r✱ ❙♦❢t✇❛r❡❜✐❜❧✐♦t❤❡❦❡♥✱ ❱✐s✉❛✲

❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✱ ◆❛❝❤r✐❝❤t❡♥✈❡r♠✐tt❧✉♥❣ ✉♥❞ P❛❦❡t✲

✈❡r✇❛❧t✉♥❣❡♥✳ ❬✶❪

❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t ✇✉r❞❡ ❘❖❙ ✉♥t❡r ❞❡r ❇❙❉✲▲✐③❡♥③

✉♥❞ ✐st ❡♥❣ ♠✐t ❞❡r ❖♣❡♥✲❙♦✉r❝❡✲❙③❡♥❡ ✈❡r✲

❦♥ü♣❢t✳ ❊s ✇✉r❞❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛✉❢

❡✐♥❡♥ ❣✉t❡♥ ❦♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡♥ ❆r❜❡✐ts✢✉ss ❣❡❛❝❤✲

t❡t✳ ❱♦♥ ❘❖❙ ❣✐❜t ❡s ❈❧✐❡♥t✲▲✐❜❛r✐❡s ❢ür ❈✰✰

✉♥❞ P②t❤♦♥✳

❊s st❡❤❡♥ ❞❡♠ ❊♥t✇✐❝❦❧❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑♦♥tr♦❧❧str✉❦t✉r❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣✳ ❉✐❡

◆♦❞❡ ✐st ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡ ✉♥❞ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ Pr♦③❡ss

❞❛r✳ ❩✉r ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❣❛♥③❡♥ ❘♦❜♦t❡rs ❛r❜❡✐t❡♥ ❞❛❤❡r ✈✐❡❧❡ ◆♦❞❡s ✐♥ ❡✐♥❡♠

❋❧✉ss❣r❛♣❤❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ❦♦♠♠✉♥✐③✐❡r❡♥ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ❉❛t❡♥

❙tr❡❛♠s ♠✐tt❡❧s ❚♦♣✐❝s ❛✉❢❜❛✉❡♥ ♦❞❡r ❙❡r✈✐❝❡s ♥✉t③❡♥✳

❇❡✐ ❡✐♥❡r ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ü❜❡r ❚♦♣✐❝s✱ ❦ö♥♥❡♥ ◆♦❞❡s ❛❧s P✉❜❧✐s❤❡r✱ ❙✉❜s❝r✐❜❡r

♦❞❡r ❜❡✐❞❡♠ ❢✉♥❣✐❡r❡♥✳ ▼ö❝❤t❡ ❡✐♥❡ ◆♦❞❡ ❉❛t❡♥ s❡♥❞❡♥✱ ❞❛♥♥ t✉t s✐❡ ❞✐❡s ❛❧s P✉✲

❜❧✐s❤❡r ❛✉❢ ❡✐♥ ❚♦♣✐❝✳ ❏❡❞❡ ❛♥❞❡r❡ ◆♦❞❡ ❦❛♥♥ ♥✉♥ ❛❧s ❙✉❜s❝r✐❜❡r ❢✉♥❣✐❡r❡♥ ✉♥❞

❞✐❡s❡ ❉❛t❡♥ ❡♠♣❢❛♥❣❡♥✳ ❆❧s ❉❛t❡♥str✉❦t✉r ❦♦♠♠❡♥ ▼❡ss❛❣❡s ③✉♠ ❊✐♥s❛t③✳ ❙✐❡

❞❡✜♥✐❡r❡♥ ❞❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡r ◆❛❝❤r✐❝❤t✳ ❊✐♥❡ ▼❡ss❛❣❡ ❦❛♥♥ ❛✉s ♣r✐♠✐t✐✈❡♥ ❉❛t❡♥✲

t②♣❡♥ ✉♥❞ ✇❡✐t❡r❡♥ ▼❡ss❛❣❡s ❜❡st❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ü❜❡r ❚♦♣✐❝s ✇✐r❞ ✈♦r

❛❧❧❡♠ ❢ür ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❉❛t❡♥strö♠❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

❙❡r✈✐❝❡s ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❤ä✉✜❣ ❢ür ❞❛s ❆✉❢r✉❢❡♥ ❡✐❣❡♥stä♥❞✐❣❡r Pr♦③❡❞✉r❡♥ ✈❡r✲

✇❡♥❞❡t✱ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❘❡♠♦t❡ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❈❛❧❧s ✭❘P❈s✮✳ ❊✐♥❡ ◆♦❞❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡♥ ❙❡r✲

✈✐❝❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❧❧❡♥✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡ ❞✐❡s❡♥ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❢❡st❡♥ ◆❛♠❡♥ ❜❡❦❛♥♥t

✶✺



✷ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥

♠❛❝❤t✳ ❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ◆♦❞❡ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ❆♥❢r❛❣❡ ❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❙❡r✈✐❝❡ st❡❧❧❡♥✱ ✐♥❞❡♠ s✐❡

❡✐♥❡ ❘❡q✉❡st✲▼❡ss❛❣❡ s❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❙❡r✈✐❝❡✲◆♦❞❡ ❛♥t✇♦rt❡t ❞❛r❛✉❢ ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❡♣❧②✲

▼❡ss❛❣❡✳ ❉✐❡s❡ ▼❡ss❛❣❡✲❚♦✉♣❡❧ ❛✉s ❘❡q✉❡st ✉♥❞ ❘❡♣❧② ✐st ③✉✈♦r ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇♦r❞❡♥

✉♥❞ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ❞❡♥ ❙❡r✈✐❝❡✳

❉❛s ③❡♥tr❛❧❡ ❊❧❡♠❡♥t ✐♥ ❥❡❞❡r ❘❖❙✲❆r❝❤✐t❡❦t✉r ✐st ❞❡r ▼❛st❡r✳ ❊r s♦r❣t ❢ür ❞✐❡

❘❡❣✐str✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ◆♦❞❡s ✉♥❞ ❞✐❡♥t ❞❡r ❇❡❛♥t✇♦rt✉♥❣ ✈♦♥ ❆♥❢r❛❣❡♥ ③✉r

◆❛♠❡♥s❛✉✢ös✉♥❣✳ ◆❛❝❤ ❞❡r ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ❞❡r ◆♦❞❡s ü❜❡r ❞❡♥ ▼❛st❡r ❦♦♠♠✉♥✐③✐❡✲

r❡♥ ❞✐❡s❡ ♣❡❡r✲t♦✲♣❡❡r✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❞✐❡♥t ❞❡r ▼❛st❡r ❛❧s P❛r❛♠❡t❡r✲ ✉♥❞ ❩❡✐ts❡r✈❡r

❢ür ❞✐❡ ◆♦❞❡s✳

✶✻



✸ ❊♥t✇✉r❢

✸✳✶ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ü❜❡rs✐❝❤t

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✿ Ü❜❡rs✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣st❡✉❡r✉♥❣

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ ❢ür

❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ③✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡♥

✶✼



✸ ❊♥t✇✉r❢

❙❡♥s♦r❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆❦t✉❛t♦r❡♥ ❡r❢♦❧❣t ♠✐tt❡❧s s❡r✐❡❧❧❡♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❆r❞✉✐♥♦

▼✐❝r♦ ❇♦❛r❞s✳ ❉✐❡s❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡str✐❝❤❡❧t❡♥

▲✐♥✐❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❋❛❤r③❡✉❣ ✉♥❞ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ◆♦❞❡s ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣s ✇❡r❞❡♥

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥✐t ✭■▼❯✱ ❞❡✉t✳ ■♥❡rt✐❛❧❡ ▼❡ss❡✐♥❤❡✐t✮ ✉♥❞ ❞❡♥

❉r❡❤③❛❤❧♠❡ss❡r ❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❉❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❆r❞✉✐♥♦s ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥

✉♥❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ s❡r✐❡❧❧❡♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❛s ❘❖❙ ✇❡✐t❡r❣❡❣❡❜❡♥✳

◆❛❝❤ ❞❡r ❱♦r✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❘♦t❛t✐♦♥s❞❛t❡♥ ❞❡s ❉r❡❤③❛❤❧♠❡ss❡rs ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡

❉❛t❡♥ ❞❡r ■▼❯ ✉♥❞ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❖❞♦♠❡tr✐❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❑❛❧♠❛♥✜❧t❡rs ❢✉✲

s✐♦♥✐❡rt✳ ❊✐♥❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❱♦r❣ä♥❣❡ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt

✹✳✷ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✳

❉✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ P♦s❡ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣s ✉♥❞ s❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✇❡r❞❡♥

❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛ ❡s ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❆r❜❡✐t

♥♦❝❤ ❦❡✐♥ ❲❡❧t♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❣✐❜t✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❧♦❜❛❧❡♥

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✇❡✐t❡r❣❡❣❡❜❡♥✳

❉❡r ❞r✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♥✉t③t ❞✐❡s❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❙t❡✉❡r❜❡❢❡❤❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❆❦✲

t✉❛t♦r❡♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❊r ❦❛♥♥ ✈♦♥ ❥❡❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣❧♦❣✐❦ ❞❛③✉

❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❙t❡✉❡r❜❡❢❡❤❧❡ ❛♥ ❞✐❡ ❆❦t✉❛t♦r❡♥ ③✉ s❡♥❞❡♥✳

❉❡r tr❛❥❡❝t♦r② ❞r✐✈❡r ✐st ❡✐♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡s ▼♦❞✉❧✱ ❞❛s ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❞r✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs

❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ❢❛❤r❡♥ ❦❛♥♥✳ ◆ä❤❡r❡s ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛③✉ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥

❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✳

❉❡r ❞r✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣✐❜t ❞✐r❡❦t ❞✐❡ ❙t❡✉❡r❜❡❢❡❤❧❡ ❢ür ❞✐❡ ▲❡♥❦✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥

❆r❞✉✐♥♦✱ ❞❡r ❞❛♥♥ ❞❡♥ ❙❡r✈♦ ❛♥st❡✉❡rt✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ s♦r❣t ❞❡r ❞r✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢ür

❞✐❡ ❙t❡✉❡r✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❉❛s ❣❡s❝❤✐❡❤t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❘❡❣❧❡rs✳ ❉✐❡s❡r

❡r❤ä❧t ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❩✐❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t

❞❛r❛✉s ❞✐❡ ❙t❡❧❧❣röÿ❡ ❢ür ❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ▼♦t♦rs✳

✶✽
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✸✳✷ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥♣❧❛♥✉♥❣

❉❛s P❧❛♥❡♥ ✉♥❞ ❋❛❤r❡♥ ✈♦♥ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❞❡r ❚❡✐❧❛✉❢❣❛❜❡♥ ✇❡❧❝❤❡ ❛♠

❆♥❢❛♥❣ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✷ ❞❡✜♥✐❡rt ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✐st ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡

❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ❡r❦❧ärt✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ❛♥ ❞✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥❜❡r❡❝❤♥✉♥❣

ü❜❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞❡

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛♥❛❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣

❡✐♥❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ❞❡s ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞❡s ■ ❡r❧ä✉t❡rt✳

✸✳✷✳✶ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡♥❞❡✜♥✐t✐♦♥

X:  0

Y:  0

Ψ:  0°

v:  2 m/s

X:  2

Y:  5

Ψ:  45°

v:  3 m/s

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✿ ❱✐s✉❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡

❉❡r ❇❡❣r✐✛ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ st❡❤t ❤✐❡r ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣❧♦❣✐❦

✭❇✐❧❞✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❡t❝✳✮ ✉♥❞ ❞❡r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s✳ ❊s ✇✐r❞ ❡✐♥ ■♥t❡r✲

❢❛❝❡ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛s ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ✈✐❡r ❲❡rt❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r P♦s❡

✉♥❞ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♥ ❲❡rt❡♥ ③ä❤❧❡♥ ❞✐❡ X✲

✶✾
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✉♥❞ Y ✲❲❡rt❡ ❞❡s ❩✐❡❧♣✉♥❦t❡s ✐♥ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✱ ❞✐❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s

❋❛❤r③❡✉❣❡s ❛❧s ❨❛✇✲❲✐♥❦❡❧ Ψ✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✐♥ ❞✐❡s❡♠ P✉♥❦t✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ❡✐♥❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s✱ ❞❛s ❡✐♥❡ ❧❛♥❣❣❡③♦✲

❣❡♥❡ ✹✺✲●r❛❞✲❑✉r✈❡ ❛✉s❢ü❤rt✳ ❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✈❡rs❝❤✐❡❜t s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✉♠ ❞✐❡ ❲❡rt❡

X = 2, Y = 5 ✉♥❞ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✉♠ 1m/s ✈♦♥ 2m/s ❛✉❢ 3m/s✳

✸✳✷✳✷ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡r ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡

❲✐❡ ✐♠ ❡❝❤t❡♥ ❙tr❛ÿ❡♥✈❡r❦❡❤r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡r ❆✉s❢ü❤r✉♥❣

❡✐♥❡r P♦s✐t✐♦♥sä♥❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ③✉♠ ❚❡✐❧ ❡♥♦r♠✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇❡r✲

❞❡♥ ✐♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞❡ ■✱ ■■ ✉♥❞ ■■■ ❡✐♥❡r ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ❞❡✜♥✐❡rt

✉♥❞ ❡r❧ä✉t❡rt✳

❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■

❉❡r ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■ ✐st ❞❡r ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❞❡r ❞r❡✐ ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞❡✳ ❊r ③❡✐❝❤✲

♥❡t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ▼❛♥ö✈❡r ❛✉s✳ ❉✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ s❡t③t s✐❝❤ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❛✉s

●❡r❛❞❡♥ ✉♥❞ ❑r❡✐s❜❛❤♥❡♥ ❛♠ ❆♥❢❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❊♥❞♣✉♥❦t ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❞✐❡

➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣s✇✐♥❦❡❧s ❛✉❢ ∆Ψ < 180○ ❜❡s❝❤rä♥❦t✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ♥♦t✲

✇❡♥❞✐❣❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❛❞✐❡♥ ❞❡r ❑r❡✐s❜❛❤♥❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❞✐r❡❦t❡♥ ❲❡❣

③✉♠ P✉♥❦t ❣röÿ❡r ❛❧s ❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❲❡♥❞❡❦r❡✐s ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s s✐♥❞✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱

❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❦❛♥♥ ✐♠♠❡r ❛✉❢ ❞❡♠ ❞✐r❡❦t❡♥ ❲❡❣ ❞❡♥ P✉♥❦t ❡rr❡✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠✉ss

③✳❇✳ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞✐❡ ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡s❡t③t❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❤♦❧❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ♠✉ss ❜❡✐ ❞❡r P❧❛✲

♥✉♥❣ ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❍✐♥❞❡r♥✐ss❡ ❣❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ ❲❡❝❤s❡❧

❞❡r ❋❛❤rtr✐❝❤t✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ✐st ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳

▼ö❣❧✐❝❤❡ ▼❛♥ö✈❡r ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ s✐♥❞ ❞❛s ❆❜❜✐❡❣❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ❑r❡✉✲

③✉♥❣✱ ❞❛s ❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡ ♦❞❡r ❞❛s ❲❡❝❤s❡❧♥ ❞❡r ❙♣✉r✱ ✉♠ ❡✐♥ ❧❛♥❣s❛♠❡r

❢❛❤r❡♥❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣ ③✉ ü❜❡r❤♦❧❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸ s✐♥❞ ❞r❡✐ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛✲

❜❡♥ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ✐st ❥❡✇❡✐❧s ❞❛s ❤❡r✈♦r❣❡❤♦❜❡♥❡ ❋❛❤r③❡✉❣ ✐♠ ✉♥t❡r❡♥

❇✐❧❞t❡✐❧✳
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❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■■

❉❡r ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■■ ✐st ❛✉s ❙✐❝❤t ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥♣❧❛♥✉♥❣ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❦♦♠♣❧❡✲

①❡r ❛❧s ●r❛❞ ■✳ ❉✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ s❡t③t s✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉s ●❡r❛❞❡♥ ✉♥❞ ❑r❡✐s❜❛❤♥❡♥

③✉s❛♠♠❡♥✳ ❑r❡✐s❜❛❤♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❥❡❞❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❡s P❢❛❞❡s ✈♦r❦♦♠♠❡♥ ✉♥❞

s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❆♥❢❛♥❣s✲ ✉♥❞ ❊♥❞♣✉♥❦t ❜❡s❝❤rä♥❦t✳ ❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❖r✐❡♥t✐❡✲

r✉♥❣s✇✐♥❦❡❧s Ψ ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❦❡✐♥❡♥ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥✳ ❍✐♥❞❡r♥✐ss❡ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❤✐❡r

✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✉♥❞ ✢✐❡ÿ❡♥ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥♣❧❛♥✉♥❣ ❡✐♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹

s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡s ▼❛♥ö✈❡r ❞❡s ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞s ■■✳ ❉❛ ❞❡r ❲❡♥❞❡❦r❡✐s ❞❡s

❋❛❤r③❡✉❣❡s ✭❣❡♣✉♥❦t❡t❡ ▲✐♥✐❡✮ ③✉ ❣r♦ÿ ✐st✱ ✉♠ ❞✐r❡❦t ❛♥ ❞✐❡ ❩✐❡❧♣♦s✐t✐♦♥ ③✉ ❢❛❤r❡♥

✉♥❞ ❞❛ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❡❝❤ts❦✉r✈❡ ❢❛❧s❝❤ ❤❡r✉♠ st❡❤❡♥ ✇ür❞❡✱ ♠✉ss ❡s

♥❛❝❤ ❧✐♥❦s ❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❡♠ ❩✐❡❧ ✈♦♥ ❤✐♥t❡♥ ♥ä❤❡r❡♥✳ ❊✐♥ ❲❡❝❤s❡❧ ❞❡r ❋❛❤rt✲

r✐❝❤t✉♥❣ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ♠ö❣❧✐❝❤✳

❊✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡s ▼❛♥ö✈❡r ❞❡s ●r❛❞s ■■ ✇är❡ ❞❛s ❲❡♥❞❡♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ♦❞❡r ❞❛s

P❛r❦❡♥ ♦❤♥❡ ❍✐♥❞❡r♥✐ss❡✳ ❊✐♥❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ❞❡s ●r❛❞s ■■ ❦❛♥♥ ✐♠♠❡r ✐♥ ♠❡❤r❡r❡

❆✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡s ●r❛❞s ■ ❣❡t❡✐❧t ✉♥❞ ♥❛❝❤❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✿ ▼ö❣❧✐❝❤❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡♥
❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✿ ▼ö❣❧✐❝❤❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡♥
❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■■

❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■■■

❉❡r ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■■■ ✐st ❡✐♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧✳ ❊r ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t s✐❝❤ ③✉ ❞❡♠ ●r❛❞ ■■

♥✉r ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡r P❧❛♥✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r✇❡❣s ❍✐♥❞❡r♥✐ss❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥

✉♥❞ ❞✐❡s❡ ✉♠❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❑❛t❡❣♦r✐s✐❡r✉♥❣

✷✶
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✉♠ ❡✐♥❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢❛❧❧✱ ❞❛ ❡s ❥❡ ♥❛❝❤ ❙♦❢t✇❛r❡❛r❝❤✐t❡❦t✉r ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣s ♥✐❝❤t ♥öt✐❣

✉♥❞ ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ❣❡✇ü♥s❝❤t ✐st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥♣❧❛♥✉♥❣ ❞❛♠✐t ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t

❍✐♥❞❡r♥✐ss❡ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥ ✉♥❞ ③✉ ✉♠❢❛❤r❡♥✳ ❖❢t♠❛❧s ❣❡s❝❤✐❡❤t ❡✐♥❡ ❛✉s❣❡♣rä❣t❡r❡

P❢❛❞♣❧❛♥✉♥❣ ✐♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼♦❞✉❧❡♥ ❞❡s ❛✉t♦♥♦♠❡♥ ❘♦❜♦t❡rs②st❡♠s✳ ❉❛❜❡✐ ✇ür❞❡

✈♦r ❞❡r Ü❜❡r❣❛❜❡ ❞❡r ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ❛♥ ❞❡♥ ❞r✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❡r❡✐ts ❞❛r❛✉❢ ❣❡❛❝❤t❡t

✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❋❛❤r✇❡❣ ❢r❡✐ ✈♦♥ ❇❡❤✐♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐st✳ ■st ❞✐❡s ❞❡r ❋❛❧❧✱ s♦ ✐st ❡✐♥❡

s✐❝❤❡r❡ ◆❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❍✐♥❞❡r♥✐s❧❛♥❞s❝❤❛❢t ♠✐t ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡♥ ❞❡s ●r❛❞s ■

❜③✇✳ ■■ ♣r♦❜❧❡♠❧♦s ♠ö❣❧✐❝❤✳

▼ö❣❧✐❝❤❡ ▼❛♥ö✈❡r ❢ür ❞❡♥ ❑♦♠♣❧❡①✐täts❣r❛❞ ■■■ ✐st ❞❛s ❊✐♥♣❛r❦❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❛♥❞❡✲

r❡♥ ❋❛❤r③❡✉❣❡♥ ♦❞❡r ❞❛s s❡❧❜ststä♥❞✐❣❡ ❯♠❢❛❤r❡♥ ✈♦♥ ❍✐♥❞❡r♥✐ss❡♥✳

✸✳✷✳✸ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡

❯♠ ❡✐♥❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ✉♠③✉s❡t③❡♥✱ ♠✉ss ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ❡✐♥❡♥ ❲❡❣ ③✇✐✲

s❝❤❡♥ ❙t❛rt♣✉♥❦t ✉♥❞ ❩✐❡❧♣✉♥❦t ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ❞❡r ✈♦♥ ❞❡♠ ❋❛❤r③❡✉❣ ❛✉❝❤ ❣❡❢❛❤r❡♥

✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❉✐❡ ③✉ ❢❛❤r❡♥❞❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❑r❡✐s❜❛❤♥❡♥ ♠✐t ❣❧❡✐❝❤❡♠ ❘❛❞✐✉s ✉♥❞

●❡r❛❞❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❜❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡✳

❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣ s♦❧❧ ✈♦♥ P✉♥❦t A ✐♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✉rs♣r✉♥❣ ③✉ P✉♥❦t B = (−7∣5)
❢❛❤r❡♥✳ ❉✐❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ s♦❧❧ s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ♥✐❝❤t ä♥❞❡r♥✳ ❙♦❧❝❤ ❡✐♥❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ✇är❡

③✳❇✳ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙♣✉r✇❡❝❤s❡❧ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❑r❡✐s❜❛❤♥❡♥ ❞✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠✲

t❡♥ ❘❛❞✐✉s ❛♥ ❙t❛rt✲ ✉♥❞ ❊♥❞♣✉♥❦t ❣❡❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥❡ ♥♦t✇❡♥❞✐❣❡

❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐st✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❛❞✐✉s ♥✐❝❤t ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡s ❦❧❡✐♥st♠ö❣❧✐❝❤❡♥

❲❡♥❞❡❦r❡✐s❡s ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✐st✳ ❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ♠üss❡♥ ③✉♥ä❝❤st

✈♦♥ ❞❡♥ ✈✐❡r ❑r❡✐s❡♥✱M1 ❜✐sM4✱ ❞✐❡ ③✇❡✐ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡

♥♦t✇❡♥❞✐❣ s✐♥❞✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ P❛r❛♠❡t❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✇✐❡ ❞❛s ❉❡❧t❛

❛✉s xStart ✉♥❞ xEnde s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❞❡r ❑r❡✐s♠✐tt❡❧♣✉♥❦t❡ M1,M2,M3 ✉♥❞

M4 ③✉❡✐♥❛♥❞❡r✳ ❋ür ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡

❑r❡✐s❡ ✉♠ M1 ✉♥❞ M4 ❜❡♥öt✐❣t✳

✷✷
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✿ ❲❡♥❞❡❦r❡✐s❡ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s

❩✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ s✐❝❤ ♥✐❝❤t s❝❤♥❡✐❞❡♥❞❡♥ ❑r❡✐s❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♠♠❡r ✈✐❡r ❚❛♥❣❡♥t❡♥

✜♥❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ♠❛♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❆✉ÿ❡♥✲ ✉♥❞ ■♥♥❡♥t❛♥❣❡♥t❡♥✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻ ✐st ❞❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❙♣✉r✇❡❝❤s❡❧tr❛❥❡❦t♦r✐❡ ❢♦rt❣❡s❡t③t✳ ❉✐❡ ❆✉✲

ÿ❡♥t❛♥❣❡♥t❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r t1 ✉♥❞ t2✳ ❉✐❡ ■♥♥❡♥t❛♥❣❡♥t❡♥ s✐♥❞ t3 ✉♥❞ t4✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤✲

♥✉♥❣ ❞❡r ❆✉ÿ❡♥t❛♥❣❡♥t❡♥ ✐st ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ❡r ❘❛❞✐❡♥ ❞❡r ❑r❡✐s❡ tr✐✈✐❛❧✱ ❞❛

❡s s✐❝❤ ✉♠ P❛r❛❧❧❡❧❡♥ ③✉r ❙tr❡❝❦❡ M1M4 ❤❛♥❞❡❧t✳ ❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ■♥♥❡♥t❛♥✲

❣❡♥t❡♥ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞❡♥ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ❞✐❡s❡r ✐♠ P✉♥❦t D✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤

❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❛✉❝❤ ✉♠ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t ③✇✐s❝❤❡♥ M1 ✉♥❞ M4✳ ❱♦♠ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t

A ❛✉❢ ❞❡♠ ❑r❡✐s ✉♠ M1 ❦♦♠♠❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❚❛♥❣❡♥t❡♥ t2 ✉♥❞ t4 ❛❧s P❢❛❞ ✐♥ ❋r❛❣❡✳

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❑r❡✐s ✉♠ M4✱ s✐❡❤t ♠❛♥✱ ♥✉r ✇❡♥♥ ♠❛♥ ❛✉❢ ❚❛♥❣❡♥t❡ t4 ❢ä❤rt✱

❦❛♥♥ ❞❡r ❩✐❡❧♣✉♥❦t B ♠✐t ❞❡r ❦♦rr❡❦t❡♥ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞

❞✐❡s❡ ❚❛♥❣❡♥t❡ ❛❧s ❋❛❤r✇❡❣ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❉✐❡ P✉♥❦t❡ C ✉♥❞ E s✐♥❞ ❞✐❡ ❲❡♥❞❡✲

✷✸



✸ ❊♥t✇✉r❢

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻✿ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❑r❡✐st❛♥❣❡♥t❡♥

♣✉♥❦t❡ ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✇✐❝❤t✐❣❡ ❑❡♥♥✇❡rt❡✳ ❆♥ ❞✐❡s❡♥ P✉♥❦t❡♥ ä♥❞❡rt

s✐❝❤ ❞❡r ▲❡♥❦✇✐♥❦❡❧✳ ❉✐❡ ❙tr❡❝❦❡ CE ❧✐❡❣t ❣❡♥❛✉ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❲❡♥❞❡♣✉♥❦t❡♥ ✉♥❞

✇✐r❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲❡♥❦✇✐♥❦❡❧ ✈♦♥ 0○ ❣❡❢❛❤r❡♥✳

❲✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠✐t ❞❡♠ ❑✉r✈❡♥r❛❞✐✉s✱ ❞❡♠ ▼✐t✲

t❡❧♣✉♥❦t✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ❙t❛rt❦r❡✐s❡s✱ ❞❡♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ❊♥❞❦r❡✐s❡s ✉♥❞ ❞❡r

❙tr❡❝❦❡ ❞❛③✇✐s❝❤❡♥ ❞✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❉✐❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ❞✐❡s❡r

❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ ❘❖❙ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✸✳

✷✹



✸ ❊♥t✇✉r❢

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼✿ ❉✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P✉♥❦t❡♥ ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡

✸✳✸ ❘❡❣❧❡r❛✉s✇❛❤❧

❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷✳✷ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✱ ✐st ❞❡r P■❉✲❘❡❣❧❡r ❞❡r ✢❡①✐❜❡❧st❡ ❞❡r ✈❡r❣❧✐✲

❝❤❡♥❡♥ ❘❡❣❧❡rt②♣❡♥✳ ❊r ✈❡r❡✐♥t ❞✐❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❞❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡♥ ❘❡❣❧❡rs ♠✐t ❞❡♥❡♥

❞❡s ✐♥t❡❣r❛❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧❡♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ♥✉❧❧❡♥ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐✲

❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡rs s♦✇♦❤❧ ❞❛s ■ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❛s ❉ ●❧✐❡❞ ✢❡①✐❜❡❧ ❡♥t❢❡r♥❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞❡♥

Pr♦❣r❛♠♠❝♦❞❡ ③✉ ä♥❞❡r♥✳

■♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✹ ✐st ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❘❡❣❧❡r❦♦♥③❡♣ts ✐♥ ❞❛s ❘❖❙ ③✉

✜♥❞❡♥✳ ❍✐❡r ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❞❡r Pr♦③❡ss ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r❡✐♥st❡❧❧✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

✷✺



✹ ❯♠s❡t③✉♥❣

✹✳✶ ❆r❝❤✐t❡❦t✉r ✐♠ ❘❖❙

❉❛s ❘❖❙ s❡t③t ❛✉❢ ❡✐♥❡ ✉♥t②♣✐s❝❤❡ ❙♦❢t✇❛r❡❛r❝❤✐t❡❦t✉r✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥✲

s♣✐❡❧ ♠❡❤r❡r❡r ◆♦❞❡s ❜❛s✐❡rt✳ ❏❡❞❡ ◆♦❞❡ ✐st ❞❛❜❡✐ ❡✐♥ ❢ür s✐❝❤ s❡❧❜st ❛❣✐❡r❡♥❞❡s✱

❛✉s❢ü❤r❜❛r❡s Pr♦❣r❛♠♠✳ ◆ä❤❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛③✉ ✐♥ ❞❡♠ ●r✉♥❞❧❛✲

❣❡♥❦❛♣✐t❡❧ ✷✳✷✳✸ ü❜❡r ❘❖❙✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✿ ❘❖❙✲●r❛♣❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ❜✐s ③✉♠ ❑❛❧♠❛♥✜❧t❡r

■♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✹✳✶ ✉♥❞ ✹✳✷ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❉❛t❡♥✢✉ss ✐♠ ❘❖❙✳ ❉✐❡ ●r❛✜❦❡♥

✇✉r❞❡♥ ❛✉t♦♠❛t✐s❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ rqt_graph ❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥ ✐♥ ❘❖❙

✐♥t❡❣r✐❡rt❡s Pr♦❣r❛♠♠ ③✉r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❘❖❙✲❆r❝❤✐t❡❦t✉r❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶

s✐❡❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ●r❛♣❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ❜✐s ③✉r ❙❡♥s♦r❢✉s✐♦♥ ✐♠ ❑❛❧♠❛♥✜❧t❡r✳

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡ ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞

❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❡r ❆❦t✉❛t♦r❡♥✳ ■♠ ❆♥❤❛♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r

❆r❝❤✐t❡❦t✉r ✐♠ ❘❖❙ ③✉ ✜♥❞❡♥✳

✷✻



✹ ❯♠s❡t③✉♥❣

❏❡❞❡s ❘❡❝❤t❡❝❦ ♠✐t P❢❡✐❧ ③❡✐❣t ❤✐❡r ❡✐♥❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ü❜❡r ❚♦♣✐❝s ❛♥✳ ❉❡r P❢❡✐❧

③❡✐❣t ✈♦♠ ❙❡♥❞❡r ③✉♠ ❊♠♣❢ä♥❣❡r✳ ■♥ ❞❡♥ ❘❡❝❤t❡❝❦❡♥ st❡❤❡♥ ❞✐❡ ◆❛♠❡♥ ❞❡r ❚♦♣✐❝s✱

❛✉❢ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ◆♦❞❡s s✉❜s❝r✐❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❖✈❛❧❡ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ◆♦❞❡s ❞❛r✳

◆❛❝❤ ❞❡♠ ❊♠♣❢❛♥❣❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❞❡r ❙❡♥s♦r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ◆♦❞❡s

❢ür ❖❞♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ■▼❯ ✈♦r✈❡r❛r❜❡✐t❡t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ❢✉s✐♦♥✐❡rt✳ ❉✐❡

❙❡♥s♦r❢✉s✐♦♥ ❣❡s❝❤✐❡❤t ✐♥ ❞❡r ◆♦❞❡ ekf_se✳ ❉❛❜❡✐ st❡❤t ekf ❢ür ❡①t❡♥❞❡❞ ❦❛❧✲

♠❛♥ ✜❧t❡r ✭❞❡✉t✳ ❡r✇❡✐t❡rt❡r ❑❛❧♠❛♥✜❧t❡r✮✳ ●❡♥❛✉❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✉r ❱♦r✈❡r❛r✲

❜❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ③✉r ❋✉s✐♦♥ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷✿ ❘❖❙✲●r❛♣❤ ✈♦♠ ❑❛❧♠❛♥✜❧t❡r ❜✐s ③✉ ❞❡♥ ❆❦t✉❛t♦r❡♥

❉❛s ❚♦♣✐❝ /odometry/filtered ✐st ❞✐❡ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❙❡♥s♦r❛✉❢❜❡✲

r❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣✳ ❉❛r✐♥ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ❢✉s✐♦♥✐❡rt❡ ❉❛t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡

❛❜s♦❧✉t❡ P♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡ss❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲

❦❡✐t✳

❉✐❡ ◆♦❞❡ drivecontroller ✐st ❞❛s ③❡♥tr❛❧❡ ❊❧❡♠❡♥t ❞❡r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣✳ ❊s ❜❛✉t

❙❡r✈✐❝❡s ❛✉❢✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❛♥❞❡r❡♥ ◆♦❞❡s ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥✲

✷✼



✹ ❯♠s❡t③✉♥❣

❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥③✉st❡❧❧❡♥ ♦❞❡r ❡✐♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ♦❞❡r ❑r❡✐sr❛❞✐✉s ③✉ ❢❛❤r❡♥✳ ❉✐❡

trajectorydriver ◆♦❞❡ ♥✉t③t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡♥ ❙❡r✈✐❝❡✱ ✉♠ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡♥ ✈♦♥

❛♥❞❡r❡♥ ❚❡✐❧❡♥ ❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣❧♦❣✐❦ ♦❞❡r ✈♦♥ ❞❡r ❑♦♠♠❛♥❞♦③❡✐❧❡ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ③✉

❡♠♣❢❛♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ♥öt✐❣❡♥ ❙t❡✉❡r❜❡❢❡❤❧❡ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉s❢ü❤r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t

ü❜❡r ❞✐❡ ❙❡r✈✐❝❡s setSpeed ✉♥❞ setSteering ❞❡s drivecontroller✳ ❉✐❡

❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ♠✐tt❡❧s ❙❡r✈✐❝❡s ✇✐r❞ ✈♦♥ rqt_graph ♥✐❝❤t ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r drivecontroller ❞✐❡ ❇❡❢❡❤❧❡ ③✉r ▲❡♥❦✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ❞✐r❡❦t

❛♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❆r❞✉✐♥♦ ✇❡✐t❡r❣✐❜t✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❇❡❢❡❤❧❡ ③✉r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡✲

❣❡❧✉♥❣ ③✉♥ä❝❤st ❛♥ ❞❡♥ P■❉✲❘❡❣❧❡r ü❜❡r♠✐tt❡❧t✳ ❉✐❡s❡r ❜❛✉t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❚♦♣✐❝s

❛✉❢✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ /pid_enable ❦❛♥♥ ❞❡r ❘❡❣❧❡r ❛❜✲ ♦❞❡r ❛♥❣❡s❝❤❛❧t❡t ✇❡r✲

❞❡♥✳ ❉❡r ❙♦❧❧✇❡rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❡❣❡❧❣röÿ❡ ✇❡r❞❡♥ ü❜❡r /pid/set ✉♥❞ /pid/state

❣❡s❡t③t✳ ❍✐♥t❡r /pid/control_effort ✈❡r❜✐r❣t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙t❡✉❡r❣röÿ❡✳ ❉✐❡s❡ ❜❡✲

st✐♠♠t ❧❡t③t❧✐❝❤ ❞❡♥ ❲❡rt✱ ❞❡r ❛♥ ❞❡♥ ❆r❞✉✐♥♦ ③✉r ▼♦t♦rst❡✉❡r✉♥❣✱ ü❜❡r❣❡❜❡♥

✇✐r❞✳ ❲❡✐t❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❆❦t✉❛t♦r❡♥ ❣✐❜t ❡s ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✐♥ ❆❜✲

s❝❤♥✐tt ✹✳✺✳

✹✳✷ ❙❡♥s♦r❛✉❢❜❡r❡✐t✉♥❣

✹✳✷✳✶ ■♥❡rt✐❛❧❡ ▼❡ss❡✐♥❤❡✐t

❇❡✐ ❞❡r ■▼❯ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ▼P❯✲✻✵✺✵ ❞❡s ❍❡rst❡❧❧❡rs ■♥✈❡♥❙❡♥s❡✱ ❞✐❡ ❢❡st

♠✐t ❞❡♠ ❈❤❛ss✐s ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✈❡r❜❛✉t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❉❛s ●❡rät ❦❛♥♥ s❡❝❤s ❞❡❣r❡❡s

♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❉♦❋✱ ❞❡✉t✳ ❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞❡✮ ❛✉❢③❡✐❝❤♥❡♥ ✉♥❞ ✈❡r❛r❜❡✐t❡♥✳ ❉❛③✉ ❜❡s✐t③t

❞❛s ▼♦❞✉❧ ❡✐♥❡♥ ●②r♦s❦♦♣✲❙❡♥s♦r✱ ❞❡r ❞✐❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✉♠ ❞✐❡

❳✱ ❨✱ ❩ ❆❝❤s❡ ❛✉❢③❡✐❝❤♥❡♥ ❦❛♥♥✳ ■♠ ❑♦♥t❡①t ❡✐♥❡s ▲❛❣❡s❡♥s♦rs s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ❤✐❡r

✈♦♥ ❞❡♠ ❘♦❧❧✲◆✐❝❦✲●✐❡r✲❲✐♥❦❡❧ ✭❡♥❣❧✳ r♦❧❧✲♣✐t❝❤✲②❛✇✲❛♥❣❧❡✮✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ③❡✐❝❤♥❡t

❞✐❡ ▼P❯✲✻✵✺✵ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✐♥ ❳✱ ❨ ✉♥❞ ❩ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢✳

◆❡❜❡♥ ❞✐❡s❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ ❜❡s✐t③t ❞❛s ▼♦❞✉❧ ❡✐♥❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ Pr♦③❡ss♦r✱ ❞❡r ✈♦♥

❞❡♠ ❍❡rst❡❧❧❡r ■♥✈❡♥❙❡♥s❡ ❛❧s ❉✐❣✐t❛❧ ▼♦t✐♦♥ Pr♦❝❡ss♦r ✭❉▼P✮ ❜❡✇♦r❜❡♥ ✇✐r❞✳

❉✐❡s❡r ✐st ❞❛③✉ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡✱ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❜❡✇❡❣✉♥❣s✈❡r❛r❜❡✐t❡♥❞❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥

❜❡r❡✐ts ❛✉❢ ❞❡♠ ●❡rät ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳

✷✽



✹ ❯♠s❡t③✉♥❣

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞❡r ❉▼P ❞❛③✉ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥s✇✐♥❦❡❧

❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥❜❡r❡✐❝❤ ❞❡r ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ③✉ ü❜❡r❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s ❤❛t

♠❡❤r❡r❡ ❱♦rt❡✐❧❡✱ ❞✐❡ ✐♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶✳✶ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❩✉♠ ❆❜❣r❡✐❢❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❆r❞✉✐♥♦ ▼✐❝r♦ ❇♦❛r❞ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡s ❦♦♠✲

♠✉♥✐③✐❡rt ü❜❡r ❞❡♥ ■♥t❡r✲■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐t ✭■➨❈✮ ❙t❛♥❞❛r❞ ♠✐t ❞❡r ■▼❯✳ ❩✉r

❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ❦♦♠♠t ❞✐❡ ❈✰✰ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ■✷❈❞❡✈❧✐❜✲▼P❯✻✵✺✵ ✈♦♥

❏❡✛ ❘♦✇❜❡r❣ ❬✼❪ ③✉♠ ❊✐♥s❛t③✳

❉❡r ❆r❞✉✐♥♦ ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r✉♠ ü❜❡r ❞❛s ❘❖❙✲P❛❦❡t r♦ss❡r✐❛❧ ♠✐t ❞❡♠ ③❡♥tr❛❧❡♥ ❘❡❝❤✲

♥❡r ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❘♦ss❡r✐❛❧ st❡❧❧t ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ✉♠ ❞✐❡

❘❖❙✲❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ s❡r✐❡❧❧❡r ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡♥ ❛✉❢ ❛♥❞❡r❡ ●❡rät❡✱ ✇✐❡ ❆r✲

❞✉✐♥♦s✱ ③✉ ❡r✇❡✐t❡r♥✳

◗✉❡❧❧❝♦❞❡ ✹✳✶✿ ❉✐❡ ▼❡ss❛❣❡ imu_stamped ❞❡s ❘❖❙✲P❛❦❡ts htwk_smart_driving

✶ std_msgs/Header header

✷ geometry_msgs/Quaternion orientation

✸ geometry_msgs/Vector3 linear_acceleration

■♠ ❈♦❞❡❛✉s③✉❣ ✹✳✶ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ▼❡ss❛❣❡✳ ❙✐❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ ♥❡❜❡♥ ❞❡♥

❘❖❙✲❙t❛♥❞❛r❞ ▼❡ss❛❣❡s ❢ür ◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥✱ ❛✉❝❤

❡✐♥❡♥ ❍❡❛❞❡r✳ ❉✐❡s❡r ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡r ❙❡q✉❡♥③♥✉♠♠❡r✱ ❡✐♥❡♠ ❩❡✐tst❡♠♣❡❧ ✉♥❞

❡✐♥❡r ❋r❛♠❡ ■❉✳ ❉✐❡ ❙❡q✉❡♥③♥✉♠♠❡r ✉♥❞ ❞❡r ❩❡✐tst❡♠♣❡❧ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡♠ ❜❡✲

♥✉t③t❡♥ ❆r❞✉✐♥♦ ▼✐❝r♦ ❜❡✐ ❥❡❞❡♠ ❱❡rs❡♥❞❡♥ ❞❡r ▼❡ss❛❣❡ ❛❦t✉❛❧✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❋r❛♠❡

■❉ ✐st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ”/imu”✳ ❙✐❡ ❣✐❜t ❛♥✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡♠ ❑♦♥t❡①t ❞✐❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥

❲❡rt❡ ❣❡s❡❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ✉♥❞ ♦❜ s✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡♠✱ ❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❘❖❙ ❊♥✲

❤❛♥❝❡♠❡♥t Pr♦♣♦s❛❧s✭❘❊P✱ ❞❡✉t✳ ❘❖❙ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣s✈♦rs❝❤❧ä❣❡✮ ✶✵✺ ❞❡✜♥✐❡rt❡♥

❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠❡♥✱ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳

❉✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r ■▼❯ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡r ❲r❛♣♣❡r✲◆♦❞❡ ✐♥ ❞❛s ❘❖❙✲❙t❛♥❞❛r❞❢♦r♠❛t

sensor_msgs/Imu ❣❡❜r❛❝❤t✳ ❉✐❡s ✐st ❢ür ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P❛❦❡t❡ ❞❡r ❙❡♥s♦r❢✉✲

s✐♦♥ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ❙♣❡✐❝❤❡r❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡s❡s ❋♦r♠❛t

♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ❛✉❢ ❞❡♠ st❛r❦ s♣❡✐❝❤❡r❧✐♠✐t✐❡rt❡♥ ❆r❞✉✐♥♦ ▼✐❝r♦ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳

✷✾
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✹✳✷✳✷ ❉r❡❤③❛❤❧♠❡ss❡r

❇❡✐ ❞❡♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉r❡❤③❛❤❧♠❡ss❡r ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❍❛❧❧❡✛❡❦t ❆❜s♦❧✉t✲

✇❡rt❣❡❜❡r ❙❡r✐❡ ▼❆❇✷✺ ❞❡s ❍❡rst❡❧❧❡rs ▼❡❣❛tr♦♥✳ ❊r ❞❡❝❦t ❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧❜❡r❡✐❝❤

✈♦♥ 360○ ♠✐t ❡✐♥❡r ❆✉✢ös✉♥❣ ✈♦♥ ✶✷ ❇✐t ❛❜✳ ❉❡r ❙❡♥s♦r ❧✐❡❢❡rt ♠✐t ❡✐♥❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥

❋r❡q✉❡♥③ ✈♦♥ 10000Hz✱ ❆♥❣❛❜❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❉r❡❤✇✐♥❦❡❧ ❞❡r ❲❡❧❧❡✳ ■♥ ✉♥s❡r❡♠ ❙②s✲

t❡♠ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❉r❡❤③❛❤❧♠❡ss❡r ♠✐t ❞❡♠ ❍❛✉♣t③❛❤♥r❛❞ ❞❡s ▼♦t♦rs ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❊✐♥

❆r❞✉✐♥♦ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❆♥❣❛❜❡♥ ③✉♠ ❉r❡❤✇✐♥❦❡❧ ❛✉❢ ✉♥❞ s❡♥❞❡t s✐❡ ♠✐tt❡❧s r♦ss❡r✐❛❧

❛♥ ❞❡♥ ③❡♥tr❛❧❡♥ ❘❡❝❤♥❡r ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s✳

❆✉❢ ❞❡♠ ❘❡❝❤♥❡r ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❱❡r❛r❜❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❉r❡❤✇✐♥❦❡❧s✳ ❆♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ▼❡s✲

s✉♥❣❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❯♠❞r❡❤✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡ r✉♥❞ 7,51cm

❣❡❢❛❤r❡♥❡r ❙tr❡❝❦❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❛r❛✉s ❦❛♥♥✱ ③✉s❛♠♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ❩❡✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥

❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❋❛❤rtr✐❝❤t✉♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r✲

❞❡♥✳

■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ❞❡♥ s♦♥st ü❜❧✐❝❤❡♥ ❘❛❞❞r❡❤③❛❤❧♠❡ss❡r♥✱ ❧✐❡❢❡rt ❡✐♥ ❉r❡❤③❛❤❧♠❡s✲

s❡r ❛♠ ❍❛✉♣t③❛❤♥r❛❞ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ❛❧❧❡r ❘ä❞❡r ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣✳

❉✉r❝❤ ❞❛s ✈❡r❜❛✉t❡ ❉✐✛❡r❡♥③✐❛❧❣❡tr✐❡❜❡ ❦❛♥♥ ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥

❡✐♥③❡❧♥❡r ❘ä❞❡r ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊rst ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘ü❝❦❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ▲❡♥❦✲

✇✐♥❦❡❧s ✉♥❞ ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ▼♦t♦r❛♥st❡✉❡r✉♥❣ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❉❛t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ P♦s✐t✐✲

♦♥sä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ③✉ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳

✹✳✷✳✸ ❋✉s✐♦♥ ✉♥❞ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠③✉st❛♥❞s

❉✐❡ ❙❡♥s♦r❢✉s✐♦♥ ❣❡s❝❤✐❡❤t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❑❛❧♠❛♥✲❋✐❧t❡rs✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐ts✇❡✐s❡ ❞✐❡s❡s

❋✐❧t❡rs ✇✐r❞ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶✳✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❆❧s ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❦♦♠♠t ❞❛s ❘❖❙✲

P❛❝❦❛❣❡ r♦❜♦t✲❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ③✉♠ ❊✐♥s❛t③✳ ❬✺❪

■♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❙②st❡♠③✉st❛♥❞s ✢✐❡ÿ❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✉♥❞

❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞❡r ■▼❯ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❞❛t❡♥ ❞❡s ❉r❡❤③❛❤❧♠❡ss❡r✳

❉❛r❛✉s ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❊❝❤t③❡✐t ❢✉s✐♦♥✐❡rt❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r P♦s✐t✐♦♥✱ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲

❦❡✐t✱ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣sä♥❞❡r✉♥❣ ❣❡♥❡r✐❡rt✳ ❉✐❡ ❙❡♥s♦r❢✉s✐♦♥ ❛r❜❡✐t❡t

✸✵
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♠✐t ❡✐♥❡r ❚❛❦tr❛t❡ ✈♦♥ ✻✵❍③✳ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ❛✉s ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ ✉♥❞

●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t✳

X

Y Z

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✿ ❉❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ♠✐t ❞❡♠ ❋❛❤r③❡✉❣ ✐♠ ❯rs♣r✉♥❣

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸ s✐❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❱✐s✉❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s ❞❡s ❋❛❤r✲

③❡✉❣❡s ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ♥✉❧❧✱ ❛❧s♦ ❞❡♠ ❙t❛rt❡♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r ❙❡♥✲

s♦r❢✉s✐♦♥✳ ❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❤❛t ❦❡✐♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❛♥❞❡r❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠❡ ✇✐❡

③✳❇✳ ●❡♦❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ❞❡r ❊r❞❡✳ ❉❛❤❡r st❛rt❡t ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✐♠♠❡r ✐♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥✲

✉rs♣r✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❲❡❧t❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠s✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛t ❡s ❞✐❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ Ψ = 0○✳ ❊s

❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ❜❡✐ Ψ ✉♠ ❞✐❡ ❘♦t❛t✐♦♥ ✉♠ ❞✐❡ ❩✲❆❝❤s❡✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ❛❧s ●✐❡r✇✐♥❦❡❧ ✭❡♥❣❧✳

❨❛✇✮ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❆❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❘♦t❛t✐♦♥s❛❝❤s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛

s✐❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❋❛❤r③❡✉❣ ❛✉❢ ❞❡r ❙tr❛ÿ❡ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ●❡♥❛✉ s♦

✈❡r❤ä❧t ❡s s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❩✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❦♦♥st❛♥t

❛✉❢ ♥✉❧❧ ❣❡s❡t③t✱ ❞❛ s✐❡ ❦❡✐♥❡♥ ▼❡❤r✇❡rt ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❋❛❤r✲

③❡✉❣❡s ✐♥ ❞❡r ❳✲❨✲❊❜❡♥❡ ❜✐❡t❡t✳

✸✶
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✹✳✸ ❋❛❤r❡♥ ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡

❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♥ ✸✳✷✳✸ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✐st✱ ❧✐❡❢❡rt ❞r❡✐ ❲❡rt❡

③✉rü❝❦✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ✈♦♥ ❙t❛rt✲ ❜✐s ❊♥❞♣✉♥❦t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❇❡✐

❞✐❡s❡♥ ❲❡rt❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣sä♥❞❡r✉♥❣ ❛♠ ❙t❛rt♣✉♥❦t✱ ❛♠

❊♥❞♣✉♥❦t ✉♥❞ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❣❡r❛❞❡♥ ❙tr❡❝❦❡♥❛❜s❝❤♥✐tts ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡✳

◗✉❡❧❧❝♦❞❡ ✹✳✷✿ ❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉♠ ❋❛❤r❡♥ ✈♦♥ ●❡r❛❞❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡r

trajectorydriver✲◆♦❞❡

✶ bool straight(double distance, HTWKPoint startPoint) {

✷ setSteering(0, false);

✸ HTWKPoint currentPosition(currentOdoMsg.pose.pose.position.x,

✹ currentOdoMsg.pose.pose.position.y);

✺

✻ return startPoint.dist(currentPosition) < distance;

✼ }

■♥ ❞❡♥ ❈♦❞❡❛✉s③ü❣❡♥ ✹✳✷ ✉♥❞ ✹✳✸ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉♠ ❋❛❤r❡♥ ✈♦♥ ❑✉r✈❡♥

✉♥❞ ●❡r❛❞❡♥✳ ❙✐❡ s✐♥❞ ✈♦♠ ❚②♣ ❇♦♦❧ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❛♥❣❡ ❛✉❢❣❡r✉❢❡♥✱ ❜✐s s✐❡ ❥❡✇❡✐❧s

false ③✉rü❝❦❧✐❡❢❡r♥✳ ■♥ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ straight ❣❡s❝❤✐❡❤t ❞❛s ✐♥ ❩❡✐❧❡ ✻ s♦❜❛❧❞

❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡ ❉✐st❛♥③ ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t ❤❛t✳

■♥ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ turn ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡ ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s ✉♥❞ ❡✐✲

♥❡r ❑✉r✈❡ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑✉r✈❡ s♦❧❛♥❣❡ ♠✐t

❡✐♥❡♠ ❢❡st❡♥ ❘❛❞✐✉s ✇❡✐t❡r❣❡❢❛❤r❡♥✱ ❜✐s ❞❡r ❩✐❡❧✲●✐❡r✇✐♥❦❡❧ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❆❦t✉❡❧❧❡♥✲

●✐❡r✇✐♥❦❡❧ ✐st✳ ❉❛❜❡✐ ❣❡❧t❡♥ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❛❧s ❣❧❡✐❝❤✱ ✇❡♥♥ s✐❡ s✐❝❤ ✉♠ ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s

5○ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❛ ❞❡r ●✐❡r✇✐♥❦❡❧ ♥✉r ❲❡rt❡ ③✇✐s❝❤❡♥ −180○
❜✐s +180○ ❛♥♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❆❜❢r❛❣❡✱ ♦❜ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡ ❲✐♥❦❡❧ ❦❧❡✐♥❡r

❞❡♠ ❩✐❡❧✇✐♥❦❡❧ ✐st✱ ✇ür❞❡ ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥✱ ❞❛ ❞❡r ●✐❡r✇✐♥❦❡❧✱ ✇❡♥♥ ❡r ③✳❇✳ 180○

✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡r ❉r❡❤r✐❝❤t✉♥❣ ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t✱ ✇✐❡❞❡r ❜❡✐ −180○ ❜❡❣✐♥♥t✳

✸✷
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◗✉❡❧❧❝♦❞❡ ✹✳✸✿ ❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉♠ ❋❛❤r❡♥ ✈♦♥ ❑✉r✈❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡r

trajectorydriver✲◆♦❞❡

✶ bool turn(float radius, double curveYaw, double targetYaw) {

✷ double currentYaw = HTWKMathUtils::quatToYaw(currentOdoMsg)

✸

✹ ROS_INFO("currentYaw: %f", currentYaw);

✺

✻ if (curveYaw > 0) //left

✼ {

✽ if (HTWKUtils::Equals(currentYaw, targetYaw, 5)

✾ && currentYaw > targetYaw) {

✶✵ return false;

✶✶ } else {

✶✷ setSteering(radius, true);

✶✸ return true;

✶✹ }

✶✺ } else if (curveYaw < 0) { //right

✶✻ if (HTWKUtils::Equals(currentYaw, targetYaw, 5)

✶✼ && currentYaw < targetYaw) {

✶✽ return false;

✶✾ } else {

✷✵ setSteering(-radius, true);

✷✶ return true;

✷✷ }

✷✸ } else {

✷✹ return false;

✷✺ }

✷✻ }

■♠ ❈♦❞❡❛✉s③✉❣ ✹✳✹ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤❧❡✐❢❡ ③✉ s❡❤❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ turn ▼❡t❤♦❞❡ ❛✉❢r✉❢t✳ ❉❡r

❆✉❢r✉❢ ❞❡r straight ▼❡t❤♦❞❡ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt ❛♥❛❧♦❣ ❞❛③✉✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❙❝❤❧❡✐❢❡

✐♥ ❩❡✐❧❡ ✷ ✇✐r❞ ros::spinOnce() ❛✉❢❣❡r✉❢❡♥✳ ❉✐❡s ✐st ✇✐❝❤t✐❣✱ ❞❛ ❛♥s♦♥st❡♥

❞✐❡ ◆♦❞❡ ❜❧♦❝❦✐❡r❡♥ ✇ür❞❡✱ ❜✐s ❞❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥❛❜s❝❤♥✐tt ❛❜❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✐st✳ ❉✐❡

❱❛r✐❛❜❧❡ currentYaw ❦ö♥♥t❡ s♦ ♥✐❝❤t ❛❦t✉❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✸✸



✹ ❯♠s❡t③✉♥❣

◗✉❡❧❧❝♦❞❡ ✹✳✹✿ ❉✐❡ ❙❝❤❧❡✐❢❡ ③✉♠ ❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡ ✐♥ ❞❡r trajectorydriver✲◆♦❞❡

✶ while (turn(radius, trajectory.startYaw, yawTarget)) {

✷ ros::spinOnce();

✸ cycleTime.sleep();

✹ }

❉✐❡s❡ ❆✉❢r✉❢❡ ❣❡s❝❤❡❤❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋r❡q✉❡♥③ ✈♦♥ 60Hz✳ ❉✐❡s❡r ❲❡rt ✐st ✐♥ ❞❡r

❱❛r✐❛❜❧❡ cycleTime ③✉✈♦r ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇♦r❞❡♥✳

✹✳✹ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣

❋ür ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ♠✉ss ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉rü❝❦❣❡✲

❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡s❡✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✹✳✷✳✸ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ✐♥ ✐❤r❡ ❳✲ ✉♥❞

❨✲❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❛✉❢❣❡s♣❛❧t❡♥ ✐st✱ ♠✉ss ❞✐❡ ❦♦rr❡❦t❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡rst ❜❡r❡❝❤✲

♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡s ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t V ❛✉s ✹✳✶ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ③✉ ❞❡r

❣❡s✉❝❤t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳

V ∶= ⎛⎝
vx

vy

⎞
⎠ ✭✹✳✶✮

❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✸ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥

P■❉✲❘❡❣❧❡r r❡❛❧✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s s♦❧❝❤❡♥ ❘❡❣❧❡rs ❢♦❧❣t ❞❡♥ ❋♦r♠❡❧♥✱

❞✐❡ ✐♥ ❞❡♠ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥❦❛♣✐t❡❧ ✷✳✷✳✷ ③✉ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❘❡❣❧❡rt②♣❡♥ ♥❛❝❤③✉❧❡s❡♥

s✐♥❞✳ ❉❛ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡ ❈✰✰ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s P■❉✲❘❡❣❧❡rs ❛❧s ❘❖❙✲P❛❝❦❛❣❡

✈❡r❢ü❣❜❛r ✐st✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❬✾❪

❍❛✉♣t❛✉❢❣❛❜❡ ❜❡✐ ❞❡r ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s P■❉✲❘❡❣❧❡rs ✐st ❡s ♣❛ss❡♥❞❡ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür

❞❡♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✱ ❞❡♥ ■♥t❡❣r❛❧✲✱ ✉♥❞ ❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③✐❛❧t❡✐❧ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❊✐♥❡ ✈❡r✲

✸✹
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❜r❡✐t❡t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞✐❡s❡ P❛r❛♠❡t❡r ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✐st ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ♥❛❝❤ ▼❡t❤♦❞❡

✈♦♥ ❩✐❡❣❧❡r ✉♥❞ ◆✐❝❤♦❧s✳ ❉❛❜❡✐ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥ ❤❡✉r✐st✐s❝❤❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥✳ ❉❛s

❤❡✐ÿt✱ ❞❛s ❙②st❡♠ ♠✉ss ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❘❡❣❧❡r❛✉s❧❡❣✉♥❣ ❜❡r❡✐ts ❡①✐st✐❡r❡♥ ✉♥❞

♥✉t③❜❛r s❡✐♥✳ ❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❧✐❡❢❡rt ❲❡rt❡ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❘❡❣❧❡r✱ ❞❡r ❡✐♥ ❣✉t❡s ❙tör✈❡r✲

❤❛❧t❡♥ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❊✐♥ ◆❛❝❤t❡✐❧ ❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ✐st✱ ❞❛ss ❞❡r s♦ ❦♦♥③✐♣✐❡rt❡ ❘❡❣❧❡r ③✉

❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ♥❡✐❣t✳ ❬✶✵✱ ❙✳ ✼✺✾✲✼✻✽❪

❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❣✐❜t ❡s ✐♥ ③✇❡✐ ❱❛r✐❛♥t❡♥✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡♥ ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ❆♥✲

s❛t③ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❡✐♥❡♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③✳ ❉❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❆♥s❛t③

s❡t③t ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❘❡❣❧❡r♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❲❡♥❞❡t❛♥❣❡♥t❡

❞❡r ❙♣r✉♥❣❛♥t✇♦rt✳ ❆✉s ❞❡♥ ❞❛r❛✉s ❛❜❧❡s❜❛r❡♥ ❲❡rt❡♥ ❢ür ❱❡rstär❦✉♥❣✱ ◆❛❝❤st❡❧❧✲

③❡✐t ✉♥❞ ❱♦r❤❛❧t③❡✐t✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❆♥t❡✐❧s ❞❡s P■❉✲❘❡❣❧❡rs

❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ s♦ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❢ü❤rt❡♥ ❜❡✐ ❞❡♠ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ▼♦❞❡❧❧❢❛❤r③❡✉❣ ❥❡✲

❞♦❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ st❛r❦❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ✐♠ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❜❡r❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥

0m/s − 1m/s✳
❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❱❛r✐❛♥t❡ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ✈♦♥ ❩✐❡❣❧❡r ✉♥❞ ◆✐❝❤♦❧s

✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ P❛r❛♠t❡r❦♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ●❡✲

s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐♥ ✶✳✷ ❞❡✜♥✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ❡r❢ü❧❧t✳ ❉✐❡ ❊✐♥❤❛❧t✉♥❣ ✈♦♥

◗✉❛❧✐täts❦r✐t❡r✐❡♥ ✇✐r❞ ❣❡♥❛✉❡r ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✶ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳

❇❡✐ ❞❡r ❡♠♣✐r✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ♥✉r ❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❘❡❣✲

❧❡rs s♦✇❡✐t ❡r❤ö❤t✱ ❜✐s ❡✐♥ ❞❡✉t❧✐❝❤❡s ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉❢tr✐tt✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞

✇❡r❞❡♥ ❞❡r ■♥t❡❣r❛❧✲ ✉♥❞ ❉✐✛❡r❡♥③✐❛❧t❡✐❧ s♦✇❡✐t ❡r❤ö❤t✱ ❞❛ss ❞❡♠ ❙❝❤✇✐♥❣❡♥ ❞❡s

Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧t❡✐❧s ❡♥t❣❡❣❡♥❣❡✇✐r❦t ✇✐r❞✳ ❬✸✱ ❙✳ ✷✷✵ ✛✳❪

❉✐❡ ❞❛r❛✉s ❣❡✇♦♥♥❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

KP TN TV

✹✱✶ ✻✱✵ ✵✱✽

❚❛❜❡❧❧❡ ✹✳✶✿ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s P■❉✲❘❡❣❧❡rs
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✹✳✺ ❆❦t✉❛t♦r❡♥

❉✐❡ ❆❦t✉❛t♦r❡♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s✱ ❛❧s♦ ❞❡r ▲❡♥❦✲ ✉♥❞ ❞❡r ▼♦t♦rs❡r✈♦✱ ✇❡r❞❡♥ ❡❜❡♥✲

❢❛❧❧s ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❆r❞✉✐♥♦ ▼✐❝r♦ ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡s ♣✉❧s✇❡✐t❡♥♠♦❞✉❧✐❡rt❡♥ ❙✐❣♥❛❧❡s ❛♥✲

❣❡st❡✉❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❡✐♥❡ P✉❧s✇❡✐t❡ ✈♦♥ 1500 ▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥ ❞✐❡ ◆❡✉tr❛❧st❡❧❧✉♥❣

❜❡✐❞❡r ❙❡r✈♦s✳ ❙✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ 1000 ❜✐s 2000 ▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥ ❛♥✲

❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❇❡✐ ❞❡♠ ▼♦t♦rs❡r✈♦ ❜❡❞❡✉t❡t ❡✐♥❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ✈♦♥ 2000 ▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥ ❡✐♥❡ ♠❛✲

①✐♠❛❧❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ♥❛❝❤ ✈♦r♥❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ✈♦♥ 1000 ▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥

❡✐♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ♥❛❝❤ ❤✐♥t❡♥✳ ❉❡r ▲❡♥❦s❡r✈♦ ❧❡♥❦t ❜❡✐ ❲❡rt❡♥ > 1500
▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥ ♥❛❝❤ r❡❝❤ts ✉♥❞ ❜❡✐ ❲❡rt❡♥ < 1500 ▼✐❦r♦s❡❦✉♥❞❡♥ ♥❛❝❤ ❧✐♥❦s✳

❯♠ ❇❡❢❡❤❧❡ ❛♥ ❞✐❡ ❆❦t✉❛t♦r❡♥ ③✉ ü❜❡r♠✐tt❡❧♥✱ ✇✉r❞❡♥ ✐♠ ❘❖❙ ❞✐❡ ❑❧❛ss❡♥

SteeringControl ✉♥❞ EngineControl ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♣s❡❧♥ ❞✐❡ ▼❡✲

t❤♦❞❡♥ ③✉♠ ❙❡♥❞❡♥ ❞❡r ❇❡❢❡❤❧❡ ❛♥ ❞❡♥ ❆r❞✉✐♥♦✳ ❉✐❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ❣❡s❝❤✐❡❤t ♠✐t

❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❚♦♣✐❝s✳

❉❛rü❜❡r ❤✐♥❛✉s ❡♥t❤ä❧t ❞✐❡ ❑❧❛ss❡ SteeringControl ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉♠ ❯♠r❡❝❤✲

♥❡♥ ✈♦♥ ▲❡♥❦✇✐♥❦❡❧ ♦❞❡r ❑✉r✈❡♥r❛❞✐✉s ✐♥ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t❡ P✉❧s✇❡✐t❡✳

✸✻



✺ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣

✺✳✶ ❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

❉✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s P■❉✲❘❡❣❧❡rs ❤❛tt❡ ❞❛s ❩✐❡❧✱ ♣rä③✐s❡ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡

●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❢❛❤r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❯♠ ❞❛s ❦♦rr❡❦t❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ❞❡s ❘❡❣❧❡rs ③✉ ü❜❡r✲

♣rü❢❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❱❡rs✉❝❤ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡

❙tr❡❝❦❡ ♠✐t ❛❜❣❡♠❡ss❡♥❡r ▲ä♥❣❡ ❢ä❤rt✳ ❆✉s ❞❡r ❩❡✐t✱ ❞✐❡ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❜❡♥öt✐❣t✱

✉♠ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ③✉ ❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❙tr❡❝❦❡✱ ❦❛♥♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡

s❝❤♥❡❧❧ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✐♥ ❲✐r❦❧✐❝❤❦❡✐t ❢ä❤rt✳ ❊✐♥ ❑✉r③♣r♦t♦❦♦❧❧ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ❢♦❧❣t

❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳ ❉✐❡s❡♠ ✐st ❞✐❡ ❣❡♥❛✉❡ ▼❡t❤♦❞✐❦ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉

③✉ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✳

❇❡✐ ❞❡♠ ❱❡rs✉❝❤ ✇✉r❞❡♥ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❣❡t❡st❡t✳ ❋ür ❥❡❞❡

❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❞r❡✐ ❋❛❤rt❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳

■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s s❡❤❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st vs ❞✐❡

●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❡r❡❣❡❧t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ vm ✐st ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋❛❤rt❡♥ ✉♥❞ vr ✐st ❞❡r ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❞r❡✐

❉✉r❝❤❧ä✉❢❡✳

vs ✐♥ m/s vm ✐♥ m/s
vr ✐♥ m/s

❋❛❤rt ✶ ❋❛❤rt ✷ ❋❛❤rt ✸
✵✱✺ ✵✱✹✾✸ ✵✱✹✾✷ ✵✱✹✾✽ ✵✱✹✾✹
✶✱✸ ✶✱✹✶✽ ✶✱✸✾✺ ✶✱✹✷✵ ✶✱✹✶✶

❚❛❜❡❧❧❡ ✺✳✶✿ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s ✧❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✧

✸✼



✺ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣

❊s ❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❩✐❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ 0,5m/s s❡❤r ♣rä③✐s❡ ❲❡rt❡ ♠✐t

❡✐♥❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ < 0,01m/s ❣❡❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙♦❧❧✇❡rt ✈♦♥ 1,3m/s
✐st ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t > 0,1m/s ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣röÿ❡r✳ ❊✐♥❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ❞❛❢ür ✐st✱ ❞❛ss

❘❡❣❧❡r ❥❡❞❡♥ ❚②♣s ③✉♠ Ü❜❡rs❝❤✇✐♥❣❡♥ ♥❡✐❣❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❜❡❣r❡♥③t❡ P❧❛t③✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡

❤❛tt❡ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ♥✉r ✇❡♥✐❣❡ ▼❡t❡r✱ ✉♠ s❡✐♥❡ ❩✐❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱

❜❡✈♦r ❞❡r ✐♥ ❞❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❡r ❩❡✐t♠❡ss✉♥❣ ❡✐♥❣❡❢❛❤r❡♥ ✐st✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ♥✐❡❞✲

r✐❣❡r❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ❉✐st❛♥③ ❛✉sr❡✐❝❤t❡✱ ✉♠ ♥❛❝❤ ❞❡♠ Ü❜❡rs❝❤✇✐♥❣❡♥ ❛✉❢

❞❡♥ ❙♦❧❧✇❡rt ③✉ r❡❣❡❧♥✱ ✇❛r ❞✐❡s ❜❡✐ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♠ö❣❧✐❝❤❡r✇❡✐✲

s❡ ♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧✳ ❊✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡r❡ ❋❡❤❧❡r❜❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♠ Pr♦t♦❦♦❧❧ ✐♠

❆♥❤❛♥❣ ③✉ ✜♥❞❡♥✳

❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ❡r❢ü❧❧t ❞✐❡ ◗✉❛❧✐täts❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt

✶✳✷ ❣❡st❡❧❧t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❙❡♥s♦r❢✉s✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✱ ❞✐❡ ❛✉sr❡✐✲

❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉❡ ❲❡rt❡ ❧✐❡❢❡rt ✉♠ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✳ ❊s

✐st ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉ ❢❛❤r❡♥✳

❲❡✐t❡r❤✐♥ s♦❧❧ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❧✉♥❣ ❞❡♥ ❆♥s♣rü❝❤❡♥ ❞❡s ♥♦r♠❛❧❡♥ ❙tr❛✲

ÿ❡♥✈❡r❦❡❤rs ❣❡♥ü❣❡♥✳ ❉❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❱❡rs✉❝❤ ❣✐❜t ❜❡r❡✐ts ❍✐♥✇❡✐s❡ ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss

❛✉❝❤ ❞✐❡s❡s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❡r❢ü❧❧t ✇♦r❞❡♥ ✐st✳ ❊✐♥ ❛❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞❡s ❯rt❡✐❧ ❦❛♥♥ ❞❛rü❜❡r

❥❡❞♦❝❤ ❡rst ♥❛❝❤ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡s✱ ✧❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r

❚r❛❥❡❦t♦r✐❡✧✱ ❣❡❢ä❧❧t ✇❡r❞❡♥✳

✺✳✷ ❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡

■♥ ❡✐♥❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ❣✐♥❣ ❡s ❞❛r✉♠✱ ❞❛ss ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❚r❛✲

❥❡❦t♦r✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤st ♣rä③✐s❡ ❛❜❢❛❤r❡♥ s♦❧❧✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡♥ ❞❡♠ ❋❛❤r③❡✉❣ ❢ü♥❢ P✉♥❦t❡

ü❜❡r❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡♥✳ ❉❡r ❱❡rs✉❝❤ ✇✉r❞❡ ✐♥ ✸

❋❛❤rt❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❆✉❝❤ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❱❡rs✉❝❤ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❡✐♥ ❑✉r③♣r♦t♦❦♦❧❧ ♠✐t

❞❡♠ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣✳

❉✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ❜❡st❛♥❞ ❛✉s ③✇❡✐ ❑r❡✉③✉♥❣s❢❛❤rt❡♥ ✉♥❞ ❦✉r③❡♥ ●❡r❛✲

❞❡♥✳
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✺ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✿ ❉✐❡ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡♥❢❛❤rt

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶ s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ P♦s✐t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✇ä❤r❡♥❞

❡✐♥❡r ❑✉r✈❡♥❢❛❤rt✳ ❇❡✐ ❞❡r ❑✉r✈❡ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ 90○ ▲✐♥❦s❦✉r✈❡ ✉♥❞

✉♠ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑r❡✉③✉♥❣s❢❛❤rt❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡

❑r❡✉③✉♥❣ ♦❤♥❡ ❇❡rü❤r✉♥❣ ❞❡r ❋❛❤r❜❛❤♥♠❛r❦✐❡r✉♥❣ ❣❡❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞✐❡

▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t❡ ❙tr❡❝❦❡ ❡✐♥❡ ❣❡✇✐ss❡

❱❛r✐❛♥③ ❛✉❢✇❡✐st✳

■♥s❣❡s❛♠t ❤❛t ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✇ä❤r❡♥❞ s❡✐♥❡r ❋❛❤rt ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♥ r✉♥❞ ✻ ▼❡t❡r♥

③✉rü❝❦❣❡❧❡❣t✳ ❆♠ ❊♥❞❡ ❞❡r ❙tr❡❝❦❡ ❤❛tt❡ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ 0,6

❜✐s 0,8 ▼❡t❡r ❣❡♠❡ss❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❩✐❡❧♣♦s✐t✐♦♥✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠ ✇❛r ❡✐♥❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r

❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ 20○ ③✉ ♠❡ss❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s

❋❛❤r③❡✉❣❡s ♣❛ss✐❡rt ❢❛st ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛✉❢ ❞❡♠ ❧❡t③t❡♥ ❙tr❡❝❦❡♥❛❜s❝❤♥✐tt✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥

✸✾



✺ ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣

✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❡❧❜st❧♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❛♠ ❣❡r✐♥❣st❡♥✱ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❧ässt

s✐❝❤ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ♥❛❝❤ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ❧❡t③t❡♥ ❲❡❣♣✉♥❦t❡s ❛✉sr♦❧❧❡♥✳ ❊✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡r❡

❋❡❤❧❡r❜❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✐st ✐♠ Pr♦t♦❦♦❧❧ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ③✉ ✜♥❞❡♥✳

▼✐t ❞✐❡s❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✷ ❣❡st❡❧❧t❡♥ ❆✉❢✲

❣❛❜❡♥ ❡r❢ü❧❧t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt✱ ✉♠ ❋❛❤r✲

❛✉❢❣❛❜❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ③✉ ü❜❡r♠✐tt❡❧♥✳ ❉✐❡s❡ ✇✉r❞❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉✲

❝❤❡s ✏❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡✏ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ❱❡r✇❡♥❞❡t✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❤❛t ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣

❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❡s ❞❛③✉ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ ❡✐♥❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ s❡❧❜stä♥❞✐❣ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥

✉♥❞ ❛❜③✉❢❛❤r❡♥✳ ❉❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❤❛t s❡❧❜ststä♥❞✐❣ ❞❛r❛✉❢ ❣❡❛❝❤t❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡✲

s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ❞❡♥ ❑✉r✈❡♥ ♥✐❝❤t ③✉ ❣r♦ÿ ✐st✱ ✉♠ ❊✐♥✢üss❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚rä❣❤❡✐t ❞❡s

❋❛❤r③❡✉❣❡s ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥✳

❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ♠✐tt❡❧s P■❉✲❘❡❣❧❡r ❦❛♠ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❱❡rs✉❝❤ ③✉♠

❊✐♥s❛t③✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ❛✉❝❤ ✐♥ ❑✉r✈❡♥❢❛❤r✲

t❡♥ ③✉✈❡r❧äss✐❣ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✳

✹✵



✻ ❋❛③✐t ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦

❉✐❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❡✐♥❡ ▲ü❝❦❡ ✐♥

❞❡r ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❆r❜❡✐t ❞❡s ❚❡❛♠s ❍❚❲❑ ❙♠❛rt ❉r✐✈✐♥❣✳ ❉❛s ❡r❧❛♥❣t❡ ❲✐ss❡♥ ✉♠

❘❖❙✱ ❙❡♥s♦r❢✉s✐♦♥✱ ❘❡❣❧❡r♣❛r❛♠❡tr✐❡r✉♥❣✱ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❆♥st❡✉❡✲

r✉♥❣ ❞✐❡♥t ❛❧s ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❢ür ❞✐❡ ③✉❦ü♥❢t✐❣❡ ❆r❜❡✐t ❞❡s ❚❡❛♠s✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✢✐❡ÿ❡♥

❞✐❡s❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ✐♥ ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡s ♥ä❝❤st❡s ❋❛❤r③❡✉❣ ❞❡s ❚❡❛♠s✳

▼✐t ❞❡♠ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❋❛❤r③❡✉❣ ❦♦♥♥t❡♥ ❊r❢♦❧❣❡ ❡r③✐❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❊s

✐st ❜❡r❡✐ts ❥❡t③t ❞❛③✉ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡✱ ❡✐♥❡♠ ✈♦r❤❡r ✈♦r❣❡❜❡♥❞❡♥ ❙tr❛ÿ❡♥✈❡r❧❛✉❢ ❡✐♥❡

❣❡✇✐ss❡ ❩❡✐t ③✉ ❢♦❧❣❡♥✳ ❱♦r❣ä♥❣❡✱ ✇✐❡ ❞❛s ❆❜❜✐❡❣❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ❑r❡✉③✉♥❣ ♦❞❡r ❞❛s

❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡ s✐♥❞ ♥✉♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❊s ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡ ❣❡s❝❤❛✛❡♥✱ ❛✉❢ ❞✐❡

✇❡✐t❡r❡ ❚❡✐❧❡ ❞❡r ❋❛❤r③❡✉❣❧♦❣✐❦ ❛✉❢❜❛✉❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❦ö♥♥❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡✱ ✇✐❡ ❞✐❡

❇✐❧❞✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣✱ ♥✉♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ❣❡❦❛♣s❡❧t❡s ✉♥❞ ❡r♣r♦❜t❡s ❙②st❡♠ ③✉r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣

❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ③✉rü❝❦❣r❡✐❢❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇✉r❞❡♥ ❡rst❡ ❙❝❤r✐tt❡ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡s

❲❡❧t♠♦❞❡❧❧s ✉♥t❡r♥♦♠♠❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❛s ❋❛❤r③✉❣ ♥✉♥ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ s✐❝❤ ♠✐t ❍✐❧❢❡

❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❙❡♥s♦r❡♥ s❡❧❜st ③✉ ❧♦❦❛❧✐s✐❡r❡♥✳

▼ö❣❧✐❝❤❡ ③✉❦ü♥❢t✐❣❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❍❛r❞✲ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞❡r ❙♦❢t✇❛r❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✐♥

❥❡❞❡♠ ❞❡r ❜❡❛r❜❡✐t❡t❡♥ ❚❡✐❧❜❡r❡✐❝❤❡ ✜♥❞❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❖❞♦♠❡tr✐❡

❦♦♥♥t❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡r ❉r❡❤③❛❤❧♠❡ss❡r ❛♠ ❍❛✉♣t③❛❤♥r❛❞

❞❡s ●❡tr✐❡❜❡s ♥✐❝❤t ♦♣t✐♠❛❧ ✐st✱ ✉♠ ❖❞♦♠❡tr✐❡❞❛t❡♥ ③✉ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞❛s

❆✉s❧❡s❡♥ ❞❡r ❙❡♥s♦r❞❛t❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ❆r❞✉✐♥♦s ③✉✈❡r❧äss✐❣ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✱ s♦ s✐♥❞ ❞✐❡

❜❡s❝❤rä♥❦t❡♥ ❍❛r❞✇❛r❡r❡ss♦✉r❝❡♥ ❞✐❡s❡r P❧❛t✐♥❡♥ ❡✐♥ ❋❛❦t♦r✱ ❞❡r ❞✐❡ ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t

❞❡r ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❆r❝❤✐t❡❦t✉r ❞❡s ❙②st❡♠s ♥❡❣❛t✐✈ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❤❛t✳

■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤ ✏❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡✏ ❤❛t ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ♥❡❜❡♥ ❞❡r

❘❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❘❡❣❧❡r ❛✉❝❤ ❡✐♥ ♠❛♥✉❡❧❧❡s ❇r❡♠s❡♥

✹✶



✻ ❋❛③✐t ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦

♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✳ ❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❤❛r❞✇❛r❡t❡❝❤♥✐s❝❤ ü❜❡r ❦❡✐♥❡ ❇r❡♠s❛♥❧❛❣❡

✈❡r❢ü❣t✱ s♦ ✐st ❡✐♥ s♦❢t✇❛r❡t❡❝❤♥✐s❝❤❡s ❇r❡♠s❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♠♦t♦rs ❞❡♥❦❜❛r

✉♥❞ ❡rstr❡❜❡♥s✇❡rt✳

▲❡t③t❧✐❝❤ ✐st ❡s ❣❡❧✉♥❣❡♥✱ ❡✐♥ ▼♦❞❡❧❧❢❛❤r③❡✉❣ ❛✉s ❞❡♠ ❍♦❜❜②❜❡r❡✐❝❤✱ ❞❛s ❞✉r❝❤ ✈❡r✲

s❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙❡♥s♦r✐❦ ✉♥❞ ❘❡❝❤❡♥❤❛r❞✇❛r❡ ❡r❣ä♥③t ✇♦r❞❡♥ ✐st✱ ✉♠ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❋❛❤r✲

❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ③✉ ❡r✇❡✐t❡r♥✳

✹✷



◗✉❡❧❧❝♦❞❡✈❡r③❡✐❝❤♥✐s
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✹✳✹ ❉✐❡ ❙❝❤❧❡✐❢❡ ③✉♠ ❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❑✉r✈❡ ✐♥ ❞❡r trajectorydriver✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s
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❚❛❜❡❧❧❡♥✈❡r③❡✐❝❤♥✐s
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●❧♦ss❛r

❆❦t✉❛t♦r t❡❝❤♥✐s❝❤❡s ❇❛✉t❡✐❧✱ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙✐❣♥❛❧❡ ✐♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡

♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ✉♠s❡t③t✱ ●❡❣❡♥stü❝❦ ③✉♠ ❙❡♥s♦r❀ s✐❡❤❡ ❙❡✐t❡ ✸✻

■♥❡rt✐❛❧❡ ▼❡ss❡✐♥❤❡✐t ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡ ❙❡♥s♦r❡✐♥❤❡✐t ❛✉s ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ss❡♥s♦r❡♥ ✉♥❞

❉r❡❤r❛t❡♥s❡♥s♦r❡♥❀ s✐❡❤❡ ❙❡✐t❡ ✷✽❢

■♥t❡r✲■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐t s❡r✐❡❧❧❡r ❉❛t❡♥❜✉s ③✉r ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❇❛✉✲

t❡✐❧❡ ✇✐❡ ❙❡♥s♦r❡♥ ♦❞❡r ❆❦t✉❛t♦r❡♥

❑❛❧♠❛♥✲❋✐❧t❡r ❋✐❧t❡r ③✉r ❩✉st❛♥❞ss❝❤ät③✉♥❣ ❧✐♥❡❛r❡r ✉♥❞ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r ❙②st❡♠❡❀

s✐❡❤❡ ❙❡✐t❡ ✺✛

❖❞♦♠❡tr✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r P♦s❡ ❡✐♥❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ♦❞❡r ❘♦❜♦t❡rs

❛♥❤❛♥❞ s❡✐♥❡r ❆♥tr✐❡❜s❡❧❡♠❡♥t❡❀ s✐❡❤❡ ❙❡✐t❡ ✸✵❢

P♦s❡ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ❛✉s P♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣

◗✉❛t❡r♥✐♦♥❡♥ ❩❛❤❧❡♥❡❜r❡✐❝❤ ❜❡st❡❤❡♥❞ ❛✉s ❡✐♥❡❧❡♠❡♥t✐❣❡♥ ❘❡❛❧t❡✐❧ ✉♥❞ ❞r❡✐❡❧❡✲

♠❡♥t✐❣❡♥ ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧❀ s✐❡❤❡ ❙❡✐t❡ ✹❢

❘♦❜♦t ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠ ❙♦❢t✇❛r❡✲❋r❛♠❡✇♦r❦ ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❇❡✲

tr✐❡❜ ✈♦♥ ❘♦❜♦t❡rs②st❡♠❡♥❀ s✐❡❤❡ ❙❡✐t❡ ✶✹❢

❙❡♥s♦r t❡❝❤♥✐s❝❤❡s ❇❛✉t❡✐❧✱ ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡♥ ♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r✈❡r✲

❛r❜❡✐t❜❛r❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❙✐❣♥❛❧ ✉♠✇❛♥❞❡❧♥ ❦❛♥♥✱ ●❡❣❡♥stü❝❦ ③✉♠ ❆❦t✉❛t♦r❀

s✐❡❤❡ ❙❡✐t❡ ✷✽✛

❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ P❢❛❞ ♦❞❡r ❇❛❤♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s P✉♥❦t❡s✱ ❤✐❡r ❋❛❤r✇❡❣ ❞❡s ❋❛❤r✲

③❡✉❣❡s❀ s✐❡❤❡ ❙❡✐t❡ ✷✷✛

❉



❆❜❦ür③✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❍❚❲❑ ❍♦❝❤s❝❤✉❧❡ ❢ür ❚❡❝❤♥✐❦✱ ❲✐rts❝❤❛❢t ✉♥❞ ❑✉❧t✉r

■▼❯ ✐♥❡rt✐❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥✐t

❘❖❙ ❘♦❜♦t ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠

❖❙❘❋ ❖♣❡♥ ❙♦✉r❝❡ ❘♦❜♦t✐❝s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥

❉♦❋ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠

❉▼P ❉✐❣✐t❛❧ ▼♦t✐♦♥ Pr♦❝❡ss♦r

❘❊P ❘❖❙ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t Pr♦♣♦s❛❧s

❘P❈ ❘❡♠♦t❡ Pr♦❝❡❞✉r❡ ❈❛❧❧

■➨❈ ■♥t❡r✲■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐t

❊



▲✐t❡r❛t✉r

❬✶❪ ❆❜♦✉t ❘❖❙✳ ❛❜❣❡r✉❢❡♥ ❛♠ ✷✽✳✵✽✳✷✵✶✻✳ ✉r❧✿ http://www.ros.org/

about-ros/✳

❬✷❪ ❆❧❜r❡❝❤t ❇❡✉t❡❧s♣❛❝❤❡r✳ ▲✐♥❡❛r❡ ❆❧❣❡❜r❛✳ ❱✐❡✇❡❣ ❋r✐❡❞r✳ ✰ ❙♦❤♥ ❱❡r✱ ✷✵✵✻✳

❬✸❪ ❍✳ ❏❛s❝❤❡❦✱ ▲✳ ▼❡r③ ✉♥❞ ❍✳ ❱♦♦s✳ ●r✉♥❞❦✉rs ❞❡r ❘❡❣❡❧✉♥❣st❡❝❤♥✐❦✿ ❊✐♥❢ü❤✲

r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ♣r❛❦t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥✳ ❖❧❞❡♥❜♦✉r❣✱ ✷✵✶✵✳

❬✹❪ ❙✐♠♦♥ ❏ ❏✉❧✐❡r ✉♥❞ ❏❡✛r❡② ❑ ❯❤❧♠❛♥♥✳ ✒◆❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r

t♦ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✏✳ ■♥✿ ❆❡r♦❙❡♥s❡✬✾✼✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ❖♣t✐❝s ✉♥❞

P❤♦t♦♥✐❝s✳ ✶✾✾✼✳

❬✺❪ ❚✳ ▼♦♦r❡ ✉♥❞ ❉✳ ❙t♦✉❝❤✳ ✒❆ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r ■♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❘♦❜♦t ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❙②st❡♠✏✳ ■♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✸t❤ ■♥t❡r✲

♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❙②st❡♠s ✭■❆❙✲✶✸✮✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱

✷✵✶✹✳

❬✻❪ ❖♣❡♥ ❙♦✉r❝❡ ❘♦❜♦t✐❝s ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ⑤ ❲✐❧❧♦✇ ●❛r❛❣❡✳ ❛❜❣❡r✉❢❡♥ ❛♠ ✷✾✳✵✽✳✷✵✶✻✳

❆♣r✳ ✷✵✶✷✳ ✉r❧✿ http://www.willowgarage.com/blog/2012/04/

16/open-source-robotics-foundation✳

❬✼❪ ❏❡✛ ❘♦✇❜❡r❣✳ ■✷❈❞❡✈❧✐❜✲▼P❯✻✵✺✵✳ ❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❥r♦✇❜❡r❣✴✐✷❝❞❡✈❧✐❜✳❣✐t✳

✷✵✶✶✕✷✵✶✻✳

❬✽❪ ❍✐❧❞❡❜r❛♥❞ ❲❛❧t❡r✳ ●r✉♥❞❦✉rs ❘❡❣❡❧✉♥❣st❡❝❤♥✐❦✿ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❢ür ❇❛❝❤❡❧♦r✲

st✉❞✐❡♥❣ä♥❣❡ ❛❧❧❡r t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❋❛❝❤r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❲✐rts❝❤❛❢ts✐♥❣❡♥✐❡✉r❡ ✭●❡r✲

♠❛♥ ❊❞✐t✐♦♥✮✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱✐❡✇❡❣✱ ✷✵✶✸✳

❬✾❪ ❆♥❞② ❩❡❧❡♥❛❦✳ P■❉✳ ❤tt♣s✿✴✴❜✐t❜✉❝❦❡t✳♦r❣✴❆♥❞②❩❡✴♣✐❞✳❣✐t✳ ✷✵✶✺✕✷✵✶✻✳

❬✶✵❪ ❏✳ ●✳ ❩✐❡❣❧❡r ✉♥❞ ◆✳ ❇✳ ◆✐❝❤♦❧s✳ ✒❖♣t✐♠✉♠ ❙❡tt✐♥❣s ❢♦r ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✲

❧❡rs✏✳ ■♥✿ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❆❙▼❊ ✭✶✾✹✷✮✳

❋

http://www.ros.org/about-ros/
http://www.ros.org/about-ros/
http://www.willowgarage.com/blog/2012/04/16/open-source-robotics-foundation
http://www.willowgarage.com/blog/2012/04/16/open-source-robotics-foundation


❇✐❧❞q✉❡❧❧❡♥

✷✳✸✿ ❲❞✇❞✱ https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_P_

Sprungantwort.svg ✭✶✻✳✶✵✳✷✵✶✻✮

✷✳✹✿ ❲❞✇❞✱ https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_I_

Sprungantwort.svg ✭✶✻✳✶✵✳✷✵✶✻✮

✷✳✺✿ ❲❞✇❞✱ https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PI_

Sprungantwort.svg ✭✶✻✳✶✵✳✷✵✶✻✮

✷✳✻✿ ❲❞✇❞✱ https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PD_

Sprungantwort.svg ✭✶✻✳✶✵✳✷✵✶✻✮

✷✳✽✿ ❲❞✇❞✱ https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PID_

Sprungantwort.svg ✭✶✻✳✶✵✳✷✵✶✻✮

✷✳✶✵✿ ❲❞✇❞✱ http://wiki.ros.org/kinetic?action=AttachFile&do=

get&target=kinetic.png ✭✶✻✳✶✵✳✷✵✶✻✮

●

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_P_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_P_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_I_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_I_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PI_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PI_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PD_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PD_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PID_Sprungantwort.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Idealer_PID_Sprungantwort.svg
http://wiki.ros.org/kinetic?action=AttachFile&do=get&target=kinetic.png
http://wiki.ros.org/kinetic?action=AttachFile&do=get&target=kinetic.png
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❑✉r③♣r♦t♦❦♦❧❧ ❱❡rs✉❝❤ ✏❋❛❤r❡♥

❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✏

❚❤❡♠❛ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s

❉❡r ❱❡rs✉❝❤ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✉♠ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ♦❜ ❞❡r P■❉✲❘❡❣❧❡r ❞❡s ❋❛❤r✲

③❡✉❣❡s ❦♦rr❡❦t ❛r❜❡✐t❡t✳ ❊s s♦❧❧ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡

✐st✱ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ③✉ ❢❛❤r❡♥✳

❆✉❢❜❛✉

❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ✏❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✏

❊s ✇✉r❞❡♥ ③✇❡✐ ✇❡✐ÿ❡ ▲✐♥✐❡♥ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ❣❡♥❛✉ 3m ♠✐t ❑❧❡❜❡❜❛♥❞ ❛✉❢ ❞❡♥

❇♦❞❡♥ ❛✉❢❣❡❦❧❡❜t✳ ❉✐❡ ❙t❛rt♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ✐st ❝❛✳ 1,5m ✈♦r ❞❡r ❡rst❡♥

▲✐♥✐❡✳ ❊✐♥❡ ❋✐s❝❤❛✉❣❡♥♦❜❥❡❦t✐✈❦❛♠❡r❛ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋r❛♠❡r❛t❡ ✈♦♥ ✻✵ ❇✐❧❞❡r♥ ♣r♦

❙❡❦✉♥❞❡ ✇✉r❞❡ s♦ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✐❡ ❦♦♠♣❧❡tt❡ ❉✉r❝❤❢❛❤rt ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s

❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▼❡ss❛❜s❝❤♥✐tt ❛✉❢♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✳

■



❆♥❤❛♥❣

❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣

❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡♥ ❙❡r✈✐❝❡ ♠✐t ❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥st❡❧❧❡♥

❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡r ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❑♦♠♠❛♥❞♦③❡✐❧❡♥♣r♦❣r❛♠♠❡s rosservice ❛✉❢✲

❣❡r✉❢❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡✐♥❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ▲❡♥❦✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ◆❡✉tr❛❧st❡❧❧✉♥❣

❜❡❧❛ss❡♥✳

❊s ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ❉✉r❝❤❣ä♥❣❡ ♠✐t ❥❡✇❡✐❧s ❞r❡✐ ❋❛❤rt❡♥ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ✐♠

❡rst❡♥ ❉✉r❝❤❣❛♥❣ ❞❡r ❙♦❧❧✇❡rt ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣ ❛✉❢ 0,5m/s ❡✐♥❣❡✲

st❡❧❧t✳ ❇❡✐ ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥ ❉✉r❝❤❣❛♥❣ s♦❧❧ ❡✐♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥ 1,3m/s ❣❡❢❛❤r❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❏❡❞❡ ❋❛❤rt ✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡r ❋✐s❝❤❛✉❣❡♥♦❜❥❡❦t✐✈❦❛♠❡r❛ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳

❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❛♠ P❈ ❞❛s ❱✐❞❡♦♠❛t❡r✐❛❧ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧

❞❡r ❋r❛♠❡s ❣❡③ä❤❧t✱ ✈♦♥ ❞❡♠ ▼♦♠❡♥t ❞❡s Ü❜❡r❢❛❤r❡♥s ❞❡r ❙t❛rt❧✐♥✐❡ ❜✐s ③✉♠ Ü❜❡r✲

❢❛❤r❡♥ ❞❡r ❩✐❡❧❧✐♥✐❡✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❦❛♥♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❋r❛♠❡r❛t❡ ❞❡r ❑❛♠❡r❛ ✉♥❞ ❞❡r

❣❡③ä❤❧t❡♥ ❋r❛♠❡❛♥③❛❤❧ ❞✐❡ ❩❡✐t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠

❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ③✉rü❝❦③✉❧❡❣❡♥✳ ❆✉s ❲❡❣ ✉♥❞ ❩❡✐t ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡❢❛❤r❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳

❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥

❋❛❤rt ✶
vs ✐♥ m/s ❋r❛♠❡s t ✐♥ s vm ✐♥ m/s
✵✱✺ ✸✻✺ ✻✱✵✽✸✹ ✵✱✹✾✸
✶✱✸ ✶✷✼ ✷✱✶✶✻✼ ✶✱✹✶✽

❋❛❤rt ✷
✵✱✺ ✸✻✻ ✻✱✶ ✵✱✹✾✷
✶✱✸ ✶✷✾ ✷✱✶✺ ✶✱✸✾✺

❋❛❤rt ✸
✵✱✺ ✸✻✷ ✻✱✵✸✹ ✵✱✹✾✽
✶✱✸ ✶✷✽ ✷✱✶✶✸ ✶✱✹✷✵s

▼❡ss✉♥❣❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ✏❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✏

■■



❆♥❤❛♥❣

❉✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❡rr❡❝❤♥❡t❡♥ ❲❡rt❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♦❜✐❣❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ❡♥t✲

♥❡❤♠❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐st vs ❞❡r ❙♦❧❧✇❡rt ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣✱ t ❞✐❡ ❩❡✐t ❢ür ❞✐❡

❉✉r❝❤❢❛❤rt ✉♥❞ vm ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❡rr❡❝❤♥❡t❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❉✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❡✐♥

❉❛t❡♥trä❣❡r ❜❡✐❣❡❧❡❣t✱ ❞❡r ❞✐❡ ❱✐❞❡♦❛✉❢♥❛❤♠❡♥ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ❡♥t❤ä❧t✳

❆✉s✇❡rt✉♥❣

❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡♥ ❋❛❤rt❡♥ ♠✐t ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈♦♥

0,5m/s ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❛♥❣❡str❡❜t❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s❡❤r

♥❛❤ ❦♦♠♠t✳ ❍✐❡r ✇✉r❞❡♥ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s 0,01m/s
❡rr❡✐❝❤t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙♦❧❧✇❡rt ✈♦♥ 1,3m/s ✐st ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤ ❣röÿ❡r
❛❧s 0,1m/s✳ ❇❡✐❞❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ❊r❢♦❧❣ ❣❡✇❡rt❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✐st

✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡✱ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ♠✐t ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞❡r ●❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ③✉ ❢❛❤✲

r❡♥✳ ■♠ ❯♠❦❡❤rs❝❤❧✉ss ❜❡❞❡✉t❡t ❞✐❡s✱ ❞✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s

✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡r ❙❡♥s♦r❢✉s✐♦♥ ③✉✈❡r❧äss✐❣ ❡r♠✐tt❡❧t✳

❋❡❤❧❡r❜❡tr❛❝❤t✉♥❣

❩❛❤❧r❡✐❝❤❡ ❙tör❢❛❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡rs✉❝❤ ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t❡♥ ❙❡♥✲

s♦r❡♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ❢❡❤❧❡r❢r❡✐ ✉♥❞ ✇❡✐s❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥ ❛✉❢✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❦♦♥♥✲

t❡♥ ❙t❛rt✲ ✉♥❞ ❊♥❞❢r❛♠❡ ✐♠ ❱✐❞❡♦ ♥✉r ❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❞❡r

❋✐s❝❤❛✉❣❡♥♦❜❥❡❦t✐✈❦❛♠❡r❛ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥✱ s♦ ❞❛ss ♥✐❝❤t ③✇❡✐❢❡❧s❢r❡✐

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❛♥♥ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ü❜❡rq✉❡rt ❤❛t✳

❆✉ÿ❡r❞❡♠ ❦❛♥♥ ❡s ❜❡✐ ❞❡♠ ❆❜st❡❝❦❡♥ ❞❡r ❚❡st❣❡r❛❞❡ ③✉ ▼❡ss✉♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥

❣❡❦♦♠♠❡♥ s❡✐♥✳

❉✐❡ ❣röÿ❡r❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❋❛❤rt❡♥ ♠✐t ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❦ö♥♥❡♥

❛♥ ❡✐♥❡♠ Ü❜❡rs❝❤✇✐♥❣❡♥ ❞❡s ❘❡❣❧❡rs ❧✐❡❣❡♥✳ ❉❛ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t❡r P❧❛t③✲

✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ♥✉r ✇❡♥✐❣❡ ▼❡t❡r ❆♥❧❛✉❢ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❛♥❞❡♥✱ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss

❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ s❡✐♥❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ❤❛tt❡✳

■■■



❑✉r③♣r♦t♦❦♦❧❧ ❱❡rs✉❝❤ ✏❋❛❤r❡♥

❡✐♥❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡✏

❚❤❡♠❛ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❱❡rs✉❝❤ s♦❧❧ ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡rt❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥❜❡✲

r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥st❡✉❡r✉♥❣ ❞❛③✉ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s✐♥❞✱ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥

st❛❞tä❤♥❧✐❝❤❡♥ P❛r❝♦✉r ③✉ ♥❛✈✐❣✐❡r❡♥✳

❆✉❢❜❛✉

❊s ✇✉r❞❡ ❛✉❢ ●✉♠♠✐♠❛tt❡♥ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ❛✉❢❣❡❦❧❡❜t✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❙tr❛ÿ❡♥✈❡r❧❛✉❢ ❡✐♥❡r

❙t❛❞t ä❤♥❡❧t✳ ❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✇✐r❞ ❝❛✳ ❡✐♥❡♥ ▼❡t❡r ✈♦r ❡✐♥❡r ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❑r❡✉③✉♥❣❡♥

♣❧❛③✐❡rt✳ ❊✐♥❡ ❋✐s❝❤❛✉❣❡♥♦❜❥❡❦t✐✈❦❛♠❡r❛ ♠✐t ❡✐♥❡r ❋r❛♠❡r❛t❡ ✈♦♥ ✻✵ ❇✐❧❞❡r♥ ♣r♦

❙❡❦✉♥❞❡ ✇✉r❞❡ ❛♥ ❞❡r ❉❡❝❦❡ ❞❡s ❘❛✉♠❡s ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✳ ❱♦♥ ❞♦rt ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❑❛♠❡r❛

❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❙tr❡❝❦❡ ü❜❡r❜❧✐❝❦❡♥✳

■❱



❆♥❤❛♥❣

❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ✏❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✏

❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣

❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ✐st ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡✱ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❙❡r✈✐❝❡ ❡♥t❣❡❣❡♥③✉♥❡❤♠❡♥✳

❋ür ❞❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ✇❡r❞❡♥ ✺ ❞✐❡s❡r ❙❡r✈✐❝❡❛✉❢r✉❢❡ ❤✐♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ s♦

❞❛ss ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❡✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❋❛❤r❛✉❢❣❛❜❡ ③✉ ❜❡✇ä❧t✐❣❡♥ ❤❛t✳ ❉❛s ❋❛❤r③❡✉❣

✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❛✉❢ ❞✐❡ ❙tr❡❝❦❡ ❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ✈✐❛ ❙❙❍ ❛✉❢ ❞❡♠

❋❛❤r③❡✉❣ ❞❛s ❙❦r✐♣t ❣❡st❛rt❡t✱ ❞❛s ❞✐❡ ❙❡r✈✐❝❡❛✉❢r✉❢❡ ❛✉s❢ü❤rt✳ ❉❡r ✉♥t❡♥st❡❤❡♥❞❡♥

●r❛✜❦ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s r❡❧❛t✐✈

③✉r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡s ❙❡r✈✐❝❡❛✉❢r✉❢s✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ❞❡r ❡rst❡

❲❡rt ❞✐❡ ①✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❲❡rt ❞✐❡ ②✲❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❞r✐tt❡ ❲❡rt ❞✐❡

❘♦t❛t✐♦♥ ✉♠ ❞✐❡ ③✲❆❝❤s❡✳

❱



❆♥❤❛♥❣

❉✐❡ ③✉ ❢❛❤r❡♥❞❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡

❊s ✇❡r❞❡♥ ❞r❡✐ ❋❛❤rt❡♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❏❡❞❡ ❋❛❤rt ✇✐r❞ ✈♦♥

❞❡r ❑❛♠❡r❛ ❛♥ ❞❡r ❉❡❝❦❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇✐r❞ ❞❛s ❱✐❞❡♦♠❛t❡r✐❛❧ ❛♠

P❈ ❛✉s❣❡✇❡rt❡t✳

❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥

■♥ ❞❡♥ ❞r❡✐ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt s✐❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❊♥❞♣♦✲

s✐t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❞r❡✐ ❋❛❤rt❡♥✳ ■♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ❘♦t

♠❛r❦✐❡rt✱ ❛♥ ✇❡❧❝❤❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ♣❡r❢❡❦t❡♥ ❋❛❤rt ③✉♠ st❡❤❡♥

❱■



❆♥❤❛♥❣

❦♦♠♠❡♥ ♠üsst❡✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ s✐❡❤t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❩✐❡❧✲

♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥❞ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋❛❤rt❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❡✐♥ ❉❛t❡♥trä❣❡r

❜❡✐❣❡❧❡❣t✱ ❞❡r ❞✐❡ ❱✐❞❡♦❛✉❢♥❛❤♠❡♥ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s ❡♥t❤ä❧t✳

❊♥♣♦s✐t✐♦♥ ❋❛❤rt ✶ ❊♥♣♦s✐t✐♦♥ ❋❛❤rt ✷ ❊♥♣♦s✐t✐♦♥ ❋❛❤rt ✸

❋❛❤rt ① ✐♥ ♠ ② ✐♥ ♠ Ψ ✐♥ ○

✶ ✵✱✼ ✵✱✶✺ ✲✶✺

✷ ✵✱✻ ✵✱✸ ✲✷✺

✸ ✵✱✽ ✵✱✷ ✲✶✺

▼❡ss✉♥❣❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ✏❋❛❤r❡♥ ❡✐♥❡r ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡✏

❆✉s✇❡rt✉♥❣

❉✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ❣❡r✐♥❣✳ ❙❡❧❜st ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡r ❋❛❤rt ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t ❞✐❡ ❆❜✲

✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r r❡❛❧❡♥ P♦s✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❞❡r ❙♦❧❧✲P♦s✐t✐♦♥ ♥✐❝❤t 15%✳ ❊s ✇✉r❞❡♥ ③✇❡✐

❆❜❜✐❡❣❡✈♦r❣ä♥❣❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ❋❛❤r❜❛❤♥♠❛r❦✐❡r✉♥❣❡♥ ③✉ ✈❡r❧❡t③❡♥✳ ❉❛s

❋❛❤r③❡✉❣ ❤❛t ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❡s ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❦♦♠♣❧❡①❡ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡ ③✉✈❡r❧äss✐❣ ❢❛❤r❡♥

❦❛♥♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❤❛t ❞❡r ❱❡rs✉❝❤ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❚❡✐❧❛s♣❡❦t❡ ❞❡s ❋❛❤r③❡✉❣❡s ③✉✲

✈❡r❧äss✐❣ ③✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t❡♥✳ ❙♦✇♦❤❧ ❙❡❧❜st❧♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣✱ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tsr❡❣❡❧✉♥❣

❛❧s ❛✉❝❤ ❚r❛❥❡❦t♦r✐❡♥❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❛r❜❡✐t❡♥ ③✉✈❡r❧äss✐❣✳

❱■■



❆♥❤❛♥❣

❋❡❤❧❡r❜❡tr❛❝❤t✉♥❣

❍❛✉♣t❢❡❤❧❡r✉rs❛❝❤❡ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡rs✉❝❤ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t❡♥ ❞❡r ❙❡♥✲

s♦r❡♥✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❢ ●r✉♥❞ ❞❡s ❋❛❤r❛❧❣♦r✐t❤♠✉s❡s ❞❛s ❋❛❤r③❡✉❣ ❜❡✐

❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ❧❡t③t❡♥ ❲❡❣♣✉♥❦t❡s ❛✉sr♦❧❧❡♥✱ ♦❤♥❡ ③✉ ❜r❡♠s❡♥✳

❱■■■
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